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I. — Équations aux dérivées partielles, pour les états ébouleux par détente 
horizontale voisins de la solution Rankine-Levy, dans le cas d'un terre- 
plein à surface libre sans pente moyenne. | 


1. Le Mémoire que je me propose iei de compléter avait pour but, 
d'établir les lois et les formules qui se sont montrées les plus utiles 
pour la pratique, dans la théorie presque nouvelle encore de l'état 
ébouleux des masses pulvérulentes, telles que du sable. J'y ai surtout 
insisté sur le cas d’un massif à surface libre plane, déformé pareille- 
ment dans tous les plans verticaux parallèles qui le coupent suivant — 
ses lignes de pente et contenu:en avant par un mur ou une parol de 
forme également plane, perpendiculaire à ces plans verticaux où 
coupant la surface libre suivant une horizontale. Il suffisait de consi- 
dérer, à partir de cette intersection où se prenait l’origine de deux 
axes coordonnés rectangulaires des x et des y contenus dans un des 
plans verticaux, la coupe du massif par ce plan ou, plutôt, la couche 
sablonneuse de largeur constante 1 qu’il bissecte. 3 

Puis, en faisant abstraction des perturbations dues au voisinage du 
fond solide sur lequel repose le massif homogène et pesant proposé, 
celui-ci pouvait être supposé indéfini en profondeur soit vers le bas, 
soit en arrière. Et, lors de l’état ébouleux prôvoqué par un commen- 
cement de renversement du mur, chaque tranche mince fictivement 
découpée dans le massif, suivant l'intersection du mur et de la surface 
libre, par deux plans infiniment voisins ainsi émanés de l’origine, 
offrait des dispositions mécaniques analogues sur toute la longueur du 
rayon vecteur 7 qu'on y menait dans le plan des wy, et que son angle 
polaire 9, fait avec les æ positifs, y définissait. Car, en tous les 
points (a, y); ou (r, 0), de ce rayon vecteur, la plus petite pression 
principale (proprement dite) était simplement proportionnelle a la dis- 
tance r à l’origine et orientée de méme, ou affectait la direction définie 
par un azimut (angle polaire)y constant d’un bout à l’autre, c’est- 
à-dire fonction uniquement de}. 11 y avait donc lieu de préférer aux 
deux variables indépendantes x et y les coordonnées polaires r, 0. Et 
c'est ce que j'ai fait dans toute la suite du Mémoire. 


2. Mais soit quand surface libre ou paroi, cessant d’étre planes, 
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ET des cylindres à génératrices toujours normales au plan 


des æy, soit quand, avec paroi et surface libre restées planes, on 


introduit une nouvelle surface (encore normale au plan des xy), 


- comme, par exemple, une seconde paroi a quelque distance en arrière 


de la première, la parité ou, plutôt, la similitude des conditions de 


l'équilibre aux divers points d’un rayon r disparait ; et les coordonnées 


_ polaires perdent leur supériorité. C’est pourquoi je reviendrai ici aux 


coordonnées rectilignes x et y, dans l’étude plus complète, que je me 
propose d’y faire, des. modes d’équilibre-limite voisins de la solution: 


2 Rankine-Levy. 


Toutefois, pour conserver aux formules le maximum de simplicité 
possible, je me bornerai au cas d’un massif s’écartant peu (ou médio- 


" crement) d’un terre-plein horizontal; de sorte que l’axe des x normal 


à la direction générale de la surface libre soit vertical et devienne un 
axe de symétrie dans la solution Rankine-Levy. Autrement dit, le profil 


_ de la surface libre pourra bien être une courbe ondulée (inréguliére- 
_ ment même), mais il aura sa pente moyenne nulle. L’axe des æ ainsi 


vertical sera d’ ailleurs dirigé vers le bas à partir de l'intersection 


_ horizontale du mur et de la surface libre, tandis que l’axe des y, encore - 


\ 


normal à la même intersection, sera horizontal et, partout, plus ou 
_moins voisin de la surface libre. 


Dans la solution Rankine-Levy correspondante, ou applicable au 


terre-plein horizontal, la pression principale proprement dite la plus 
forte, verticale par raison de symétrie, ou sollicitant en chaque point 
… l'élément plan horizontal, équilibrera le poids Ila de lacolonne sablon- 
__ neuse superposée, et aura ainsi la valeur Ix, tandis que la pression 


principale la plus faible, d'état ébouleux par détente, sollicitant l’élé- 


ment plan vertical, sera, comme on sait, le produit de Ma par le 
ur 


| Pr nm FRE LE LAUATS } 
AMENER FES Ste ee 2) 


Pour abréger, nous appellerons a la racine carrée DORE de ce facteur, 


_ c’est-à-dire que nous poserons 


gate >; CURE ou ER O\ i— sing 
20e re = tng( ter 
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Les trois composantes principales de pression relatives aux axes, Nas 
N,, seront donc respectivement, dans la solution Rankine-Levy, 


— zx, zéro, —allz. 
Ajoutons-leur les petites parties 
IIn,, We, I,, 


fonctions inconnues de x et de y, qu’il faut y joindre pour obtenir les 
solutions voisines cherchées; et nous aurons d’abord à porter ces valeurs 
totales | 


(2) N,—= W(— 2 + nz), DIE, N,=l(—ax+n,), 


~ dans les équations indéfinies ordinaires de l’équilibre, 


- ANS are dT) AN 
(3) D of GR dz dy —° ; 
Il vient simplement | 
dnz dé dt dy 
(4) da dy? dx * dy —° 


Quelle que soit la fonction continue ¢ de a et de y, elle admet 
toujours une certaine intégrale & en a et en y, ou fonction. primi- 


3 tive f dy [et dx; et l’on peut écrire 


Bo 
5 re de 
(5) ‘= Ta dy 


Dès lors, les équations (4) prennent les formes 


d dx d d'y 
ie Lee 


: Co) d? : 
et montrent que nz, n, ont les valeurs — ar De respective- 


ment augmentées de deux certaines fonctions /’(y), f;(x)ne dépen- 


MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES ). 5 


dant, la première, que de y et, la seconde, que de x. Ajoutons impli- 
-citement à — deux fonctions primitives f(y), f,(x) dont EX 
f,(æ) soient les dérivées deuxièmes, ou, en d’autres termes, désignons 
désormais par — & la somme qui s’appelait — a + f(y) + f,(æ); ce 
qui ne changera rien a la dérivée seconde oblique en x et y de la 
fonction @ et laissera, par suite, subsister l’équation (5). Il viendra 
en tout, comme intégrales obligées de (4), les trois relations 


(6) _, &o do SE do 
Sr dy: ~~ dx dy’ aie, eo 

Les petites inconnues n,, t, n, du problème s’exprimeront donc au 

moyen d’une fonction auxiliaire unique o ou, plutôt, de ses trois 

dérivées partielles secondes; et les formules (2) de N,, T, N, seront 


: ao aw eet) 
(7) Ne=—M(2+55)) CE Ny=—H (ate + a) 


3. Il reste, pour régir la fonction & elle-même, la troisième équation 
indéfinie de l’équilibre-limite, celle qui caractérise l’état ébouleux ou 
exprime, pour chaque point du corps, l'égalité, à l'angle de frottement 
intérieur donné ©, de l’angle le plus grand 9’ qu’une pression y fasse 
avec la normale à l’élément plan qu’elle sollicite. Or, si l’on prend 
sing’ comme mesure de cette obliquite maxima des pressions au 
point (2, y), on sait que son carré est donné par la formule 


(NaN, RAT EU 4(NN, — T°) 


(8) sin’? 9 # (No Ny? —= 1 (Net Ny)? 


Substituons donc, dans cette formule, à +’ l’angle connu +, ou bien 
EX i 1— a? ; : : 
à sing’ la fraction Tag? ets de plus, à N,, T, N, les expressions (7); 


puis effectuons les calculs et réduisons. I! viendra pour |’équation 
cherchée en w, aux dérivées partielles du second ordre, 


Co) ao OD Ca aia. \2 
(regler) creer) 


6 J, BOUSSINESQ. 


Comme nous supposons petites les dérivées secondes de a, le 
deuxiéme membre, non linéaire, est du second ordre de petitesse; et 
l’équation, résolue par rapport à la première parenthèse du premier 
membre, montre que celle-ci est aussi du second ordre; que, par suite, 

: . 2a > 5 Re 
son produit par la partie x — a* 73 de la quantité entre crochets est 
du troisième ordre et sera négligeable méme à une deuxième approæt- 
mation. En divisant par la quantité entre crochets, il vient done : 

1° A une première approximation, l'équation simple de d’Alembert, 


ao > PS, 
(10) Ta hae dy? 


2° A une deuxième approximation, l’équation, des moins complexes 
(ce semble) parmi celles qui ne sont pas linéaires, 


Fe ao PA ih SRN Ge: te Oe iol 0 Re aw \? 
de —° dpi 1 à x \dx dy) — zsino\de dy) 
II. — Mise en compte, en première approximation, des conditions 


relatives 4 une surface libre horizontale et a une paroi plane. 


4, Laissons pour le moment-de côté le terre-plein à surface libre 
courbe, ou prenons, comme équation du profil supérieur, a =o; et 
voyons ce que donne alors la relation (10) de première approximation, 
applicable dans tout l’angle des coordonnées a, y positives, du moins 
quand le mur est vertical. | 

L'intégrale classique de l'équation (ro) de d’Alembert est, avec deux 
fonctions arbitraires d’une seule variable chacune, /, f,, dont la dé- 
rivée seconde seule, figurant dans les pressions, aura de l’importance, 


(r2) D=/f(y—ax)+ fi(y +az). 
Il en résultera, d’après (7), 


Ne=—N [x+/f'(y—ax)+fi(y + ax), 
(13) Ts Ta —f'(y—ax)+fi(y +ax)], 
Ny=— af + f'(y—ax)+f;(y +ax)]. 


A ue ee 
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Et si l’on porte ces valeurs dans le second membre de (8), pour voir 
jusqu'à quel point elles rendent différente de sin o, en (æ, y), l'obliquité 


maxima sing’ des pressions, puis que l’on ee le résultat par la 
2 


En 
"de sin? 9, en observant que - 


See CAT tang go, il vient 


immédiatement 


valeur (; 


sin? ie. tango iene AP CE AP) 


Cette formule montre que l'écart entre 9’ et o est bien du second : 
ordre de petitesse, c’est-à-dire de l'ordre des carrés et produits 


nes FOUT ax), f(y + ax). 


5. Déterminons maintenant les fonctions 7” et f, par les conditions 


_ - relatives soit à la surface libre a = o, soit à la paroi, dont le profil sera 


| tion du coin, sue sa pointe en haut et la grandeur d’ angle + — = 


une ligne descendante émanée de ‘Noriging et plus ou moins voisine 


_ de la verticale. 

L'annulation pour «=o, dans (13), de N, et de T, donnera 
CHE 0) JS. (y) = 0 pour toutes les valeurs positives de y et aussi, 
“par suite, /’(y — ax) =0, f;(y+ax)=o en tous les points du 


massif où passent respectivement les deux familles de droites 
y ~ax=const., y + ax= const. issues de la surface libre «=o. 
_ Les secondes, y Ps f= const., de ces droites, toutes descendantes, 


o 


se it See SA - TT APS ; 
qui font d’arriére en avant l'angle + — = avec les x positifs, balaient 


4 


évidemment tout le massif; de sorte que la fonction f” disparait par- 


tout des formules. Quant aux premières, y — ax = const., qui, en 


descendant, font encore l'angle 7 + — £ avec Les æ positifs, mais d’apant 


en arrière, elles balaient toute Gas des x et y positifs, à l'excep- 


ig 
ae 


; compris entre la première Ces, y =o et la droite y — ax = 0 émanée 


- de l'origine. . 
Si donc le mur n’est pas confiné dans ce coin, s’il a un n fruitintérieur 


kia ur "est- à-dire tang G i 2), la fonction f'(y — ax) elle- 


1 
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même sera nulle dans tout le massif. Et il n’existera pas de solution 
voisine de celle de Rankine-Levy, qui, par suite, contienne quelque 
élément arbitraire ou disponible, pour permettre de vérifier la condi- 


tion relative à un tel mur. 


6. Ainsi se trouve démontré, tout autrement que par l’emploi des 


coordonnées polaires, le fait que la solution Rankine-Levy est #o/ee 
pour les murs rugueux à fruit intérieur excédant une limite déter- 
minée (ici a). D'où il suit qu’on ne peut pas alors exprimer le glisse- 
ment du massif contre le mur. 

D'ailleurs, les deux familles de droites y + ax = const. faisant 


l'angle : — ? avec le profil (ici vertical) des plans soumis à la plus 
faible pression principale proprement dite, c’est sur les éléments plans 
ayant pour profils ces droites mêmes que se produisent les pressions 


les plus obliques, celles qui font avec eux l’angle minimum . — 9, ou 


avec leur normale prolongée l’angle maximum 9. 

En particulier, la seconde famille, y — ax = const., donne la direc- 
tion des plans sur lesquels la pression exercée, en arrière d'eux, par 
le gros du massif, est dirigée vers le bas ou indique le glissement cor- 
respondant au renversement du mur en avant et à la chute de la masse 
sablonneuse. Si alors on mène celui de ces plans qui monte à partir 
du bas du mur, il sera le plan naturel de rupture le plus voisin possible 
du mur, tandis que l’autre plan de rupture issu aussi, inférieurement, 
de la même arête de base du mur, appartiendra à la seconde famille, 
y + ax = const., sur laquelle la matière du gros du massif situé à 
l'arrière agit, au contraire, de bas en haut; en sorte que ce sera la 
matière même du coir compris (avec sa pointe au fond) entre les deux 
plans de rupture, qui pressera de haut en bas ce gros du massif situé 
à son arrière. 

Quant au sable compris entre le mur et le premier plan de rupture, 
il est empêché de rouler vers le bas du mur par le frottement surabon- 
dant de celui-ci et fait corps avec lui, du moins durant les premiers 
instants de la chute. | 


7. Passons au cas d’un mur à fruit intérieur moindre que a, et sup- 


ns, TVR 
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* posons-le, par exemple, vertical, afin de nous borner au cas le plus 
pratique. Alors les droites descendantes y — ax = const. de la pre- 
mière famille, issues du mur y =o en avant de l’origine, ou entrant 
dans le massif non plus par l'axe des y et la surface libre, mais par 
l’axe des x et la paroi, fournissent tout autant de valeurs de /(3— ax), 
disponibles pour exprimer, en y faisant y = 0, la condition relative à 
cette paroi rugueuse. Elle consiste en ce que le rapport de la compo- 
sante T, dirigée vers le bas, de la poussée @ du massif sur le mur, à sa 
composante normale { — N,), devra égaler la tangente de l’angle 9 du 
frottement extérieur. Les formules (13), d’où f'(y + ax) a déjà 
disparu, et où l’on fera ainsi y = 0, donneront 


5 E epee OI ST ae) 
(19) À ane? = Tr + fax) 
d’où 

; (— ax) tango 
NT Ca AN Ae SR ya OS Vu 
Le erie 1+ atang9 

Il en résulte que la fonction f”(y — ax), nulle pour les valeurs 
positives de sa variable y — ax, aura, pour les valeurs négatives de 
cette variable, l’expression 

(y — 42) lang¢ © 
eit Le Les 
Le nA Aye Ap age i-atango ? 
laquelle, a la limite y — aw =o, s’annule elle-même et se trouve, par 
conséquent, continue de part et d’autre de la droite y — ax = 0, 
ou change sa loi de variation. 

Et la composante normale P = — N,, par unité d’aire, de la poussée 
d’équilibre-limite exercée sur le mur sera, à la profondeur æ, en 
faisant y =o dans la trofsième formule (13), 


atang 


0 fol 
(7) P=llatz(i— as) roues 


Perse P 
Continuons à appeler # le rapport constant ;= et, en nous rappe- 
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lant que | | 
j— sin 
ai Ve 
1+ sing 
d’où | 
t sing I+ 2 SIn9 
Fe | SSS Se : > 
te GLADE PES A An 
il viendra | 
1 — sin® | 
(18) = ie 
I+ 2S1In® 


comme nous l’avions trouvé tout autrement dans le Mémoire que com- 
plète celui-ci [ première formule (80)]. 


8. Toutefois, nous n’obtenons ainsi qu’une première approxima- 
tion, approchée par défaut. En effet, nos formules attribuent bien au 
massif son vrai angle © tant de frottement extérieur contre te mur 
rugueux, que de frottement intérieur dans toutes les parties du massif 
LE 
à 4 2 
haut. Mais, dans ce coin même, où la plus grande obliquité aecordée 
par nos équations à ses pressions intérieures est la valeur variable 
de sing’ définie par la formule (14), cette formule montre que le 
sable dont elle exprimerait l’équilibre-limite serait hétérogène quant 
à ses frottements intérieurs et aurait justement, en chaque endroit, 
comme angle de ces frottements, l’angle même 9’ qui s’y trouve réalisé. : 

Or, on voit que 9’ y excède partout 9, mais de moins en moins, le 
long de chaque droite y — ax = const., à mesure qu'on s’y enfonce 
dans le massif. Car la formule (13) de N,, changée de signe, représente 
une pression. proprement dite, c'est-à-dire essentiellement positive, ce 
qui exige que la somme sans cesse grandissante æ + f”(y — ax), 
où /'(y — ax) ne varie pas en chemin, soit déjà positive au départ 
(pour y =o). Le dénominateur «+/’(y — ax), au dernier terme 
de (14), fait donc décroitre, de haut en bas, ce terme vers la limite 
zéro, et ¢’ y tend vers 9. Ainsi l’angle + recoit ses plus fortes valeurs 
à la paroi y = 0, où la formule (14) devient, vu (16), . 


sin?! I 
ES ft he 


sin? 
=f cos? G — 2) 
4 2 


autres que le coin d’angle contigu au mur, avec sa pointe en 
q 
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et donne, par conséquent, 


(19) sing’! == ——_—__+__. 


L’équilibre-limite exprimé par nos équations est done celui d’un 
massif idéal, hétérogène quant à son angle de frottement intérieur 
dans le coin tonnes contigu au mur, où il met en jeu des frotte- 
ments plus forts que ceux dé notre massif homogène et propres à 
réduire ou abaisser la poussée-limite exercée sur le mur. Celle-ci, telle 
_ que l’évaluent nos formules (17) ou (18), se trouve done inévitable- 
ment trop faible, dans un rapport d’autant plus sensible (du moins à 


x 


en Juger pes Pécart relatif de sing’ à sing), que le cosinus de 
-Vangle > Hans = du coin est plus au-dessous de l’unité. 


Ainsi, ce a tout au plus pour des angles © donnes, de frottement 
intérieur, dépassant de ee les angles usuels, et tels, par exemple, 


que Q 2 74° (qui réduit 5 Z Rs 54 à 8° et son cosinus à 0, 99)» que l’on 


pourrait se contenter de cette première approximation. Et cela même 
est douteux; car, dans le voisinage de ve. 90°, les sinus varient beau- 
coup moins vite que les angles, et ce n’est plus par l'écart relatif de. 
Ee a ne qu'il convient alors d’apprécier celui de # à 9,('). 


III. — Calcul de deuxième anaroumation a la poussée - limite exercée 
sur un mur vertical par un terre-plein a surface libre horizontale. 


9. Il y a done lieu de passer à une deuxième approximation, en 
- récourant à l’équation aux dérivées partielles correspondante (11). 
On observera que le dernier membre de celle-ci, étant du second 
ordre de petitesse, ne se trouvera pas altéré dans une proportion qui 
soit sensible à ce degré d’approximation, si l’on y substitue à la 


cer tad? ena PE | 
_ dérivée ds sa première voeu approchée, actuellement connue. 


(1) On verra etlectivement plus loin (n° 44) que ce n'est pas au u voisinage dela ee 
p = go? que notre See approximation est le plus précise. 


Y 


12 J. BOUSSINESQ. 


Cette valeur est, d’après (12), en observant que f;(y+ax) s’est 
annulé partout et que /”(y — aa) a l'expression (16) dans la seule 
région où il ne s’annule pas (savoir, le coin y—ax<o contigu 


au mur), 


(y — ax). 


C25 bre a tango 
ne. da dys PS EE 1+atango 


Si l’on pose, pour abréger, 


rs a tango ie sing ; 
ct) oT =a it+atangg/ (i+ 2sing)? 


et que l’on appelle F(a, y) la fonction 
| CREER 


æ 


(22) F(z, y)=c 


le dernier membre de l’équation (11) prendra la forme F(x, y), expli- _ 


cite en æ et y; etl’équation (11), devenue non seulement linéaire, mais 
presque aussi facile à intégrer que celle de d’Alembert, sera 


Co Ca) : 
(23) | at ae PE 


10. Nous n’aurons à la considérer que dans le coin, indéfini vers le 
bas, où est négative la variable y — ax; car on a vu que, hors de cet 
espace angulaire compris entre l’axe des æ (paroi) et la droite 
y — ax =0, les conditions relatives à la surface libre annulent en 
toute rigueur les trois dérivées secondes dew en x et y, y réduisant o 
à une fonction linéaire de x et y qu’il n’y a même aucun inconvénient 
à annuler elle-même pour plus de simplicité. En effet, les dérivées 
secondes seules entrent-dans les formules (7) des pressions. 

‘Il n’y aura donc plus de surface libre à considérer ici; mais, le long 
du côté y — ax = 0, les pressions seront les mêmes de part et d’autre; 
ce qui obligera les dérivées secondes de & à s’y annuler et aussi, par 
suite, si on le désire, les dérivées premières, puisqu'il est fait abstrac- 


tion de la partie linéaire de &. Les conditions définies qu'il faudra. 
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adjoindre à (23) seront donc, outre celle qui concerne la paroi, 
( ds dos d'& au =) 
©, Et (0) 


(24) (pour y— ax =0) 


_ 11. Pour intégrer, il sera commode de substituer aux deux variables 
indépendantes x et y les paramètres, que j’appellerai w et », des deux 
familles de droites y + ax = const., en posant 


U—Y+ax, P—Y—at; 
(25) d'où 

FRET dow 16 Paina 

ree age" 


Les formules pour transformer les dérivées partielles seront donc 


LES ae Lg AA SRE ns 
de) du dv) dy du dv 


ee ee a .t/f—1d d 

du 2\adx dy}? CT en) 

Ces deux dernières montrent que les dérivées premièrés et secondes 

de o en u et  s’annulent sur tout le côté »y =o du coin comme le 

font, en vertu de (24), ses dérivées en x et y. Quant aux deux précé- 

dentes, elles donnent à l’équation (23), divisée par — 4a’, la forme 
Z\ du — du dv i) peda dude. dr hate 9 

c’est-à-dire 

(26) 


et 


dy I (= an | 


dude ha Ber: pase 


Multiplions par de et intégrons le long des droites u = const. (qui 
balaient tout l’espace angulaire considéré), à partir du côté même »=o 
où s’annulent @ et ses premières dérivées, jusqu’à un point intérieur ‘ 
quelconque. Il viendra 


- dw I e = 6 ow oe 
a bis) ‘ a eee F( da 9 — ) dy. 


(29) pe f(y — ax) + i | ares) 
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Celle-ci, multipliée par du, pourra être intégrée à son tour, le long 
d’une droite quelconque ¢ = const., jusqu'à un point (u, ¢) quelconque 
du coin, en partant, pour fixer les idées, de la droite u = 0. 
(ou y + ax = 0) extérieure au massif, mais en ajoutant une fonction 
arbitraire, f(#), de la variable qui ne change pas durant cette integra- 
tion. On n’emploiera d’ailleurs la formule obtenue que dans le coin 
même où u, ¢, u — y (c’est-à-dire 2ax) sont continus et ne donneront 
lieu qu’à des intégrales finies. Nous aurons donc, avec la fonction 
arbitraire ((¢), à déterminer tout le long du côté y = o par la condi- 
tion relative à la paroi, 


DE ; u—v ut” : 
(27) m=) + caf du f F( ET PE ) de. 


On pourra, une fois effectuée l’intégration double, y réintroduire, 
grace aux formules (25), les variables x et y. 


12. Substituons donc dans (27) à F(a, y) l'expression (22), c’est- 


LE p? 
à-dire 2ac 


. mière intégration, en ¢, donne 
7a» La premiere integration, en ¢, 


p? u 
2ac{ up + — — u°log —}> 
2 u—# 


comme le vérifie une différentiation immédiate par rapport à 9; et, 
grace à l'intégration en w, vérifiable de mème, l'équation (27) prend 
la forme, explicite en w et ¢, 


— f A PR ue 3 4 3 Pata Se 
(28) =f (0) + (ue + : u log ree log — ) 


Portons enfin dans celle-ci les valeurs (25) de wu, ¢, et nous aurons 


tA —(y+azr) log 


+ (y—az)* log re 


3Y + ax 
2 


Il en résulte, par de doubles différentiations assez laborieuses, mais 


VYrae 
2ax 


\ 


|: 
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ne présentant aucune difficulté : 


= ay 3 ia | À cab re a ae a 
Seat at" (y—ax) + ca] 2? wo + (yan) log ZF —(y + aa) log2 t=], 

PRE ae hg . ees | aa 

(30) es (y—ax)— ec | ar Be om tr a 
Lie eer | c[3 ee 
Be = if (yaw) + S| 5 (yan) +(y—ax) log 7 —(y +. a2)logZ 4 


Ces formules, a part leur terme en ety — +: Run bien, 
partout, ou le facteur y — ax, ou le facteur log 2 


TL 
» comme tl le 


fallait pour leur annulation sur le côté y = ax die coin; car les deux 
termes de la première qui semblent faire exception, 


2 = ax 
LCR 4 C BA et 4 a CNE 4 
TER er , ie ars FE É 2 


= 


. reviennent Te à pe ee 


On portera done ces trois dérivées secondes de o ne les for- 
mules (7) de N,, T, N,, pour avoir les trois composantes cherchées de 
pression. 


13. Bornons-nous à évaluer celles-ci contre la paroi y=o. Les - 
dérivées (30), en désignant pare la base des logarithmes naturels qui 


figurent dans les formules, s’y réduisent beaucoup et donnent | ae 
| = Nea It [par + 4 vers] 
(31) à 5 | T=— Naf" ax) +2 |, 


| oe 5 etes [fe eG A 
| e 


“Le he RE vas = 0) = devant y égaler tang 9, on trouve 
Ny 
aisément que cela revient à te 


| (3) | : | (nas) = tame [i+ ts (cote +20 vibe ‘ 1 
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LA 


ou, par suite, à choisir comme fonction arbitraire f”, 
(33) (poury—ax<o) f"(y—az) 


LS SOIR NE 
Det [+ (cote + 2alog al 


En comparant celle-ci à (16), on voit que la deuxième approximation 


y a ajouté les termes enc ('). 

La fonction f’(y— ax) s’évanouit d’ailleurs .tout le long du 
côté y — ax =o du coin. Par conséquent, les formules (30) des 
dérivées secondes de & y annulent complètement ces dérivées. Et les 
pressions s’y réduisent bien, comme hors du coin et comme il le fallait, 
à celles de la solution Rankine-Levy. : 

Les pressions (31) prés de la paroi deviennent finalement : 


N= eee t ] €” 

Tee = mes le (e ang 9 + ot) |» 
se _ [z.a’tango 4 

: (OA (Roney 04 ise I+ atango (:+clog#), 


Ilz.a? 


Ya | 4 
Me 1+ atango (: + clog): 


14. Comme (— N,) désigne la composante normale P de la poussée 


par unité d’aire, la deuxième approximation a pour effet, comme on 


voit, de multiplier cette composante par le facteur binome 
(35) 1+ clogt =1-+(—1+ logé)e=1+ (0,8863)¢, 


ou de l’accroitre de la fraction (0,3863)c de sa première valeur 
approchée. Notre coefficient #, c’est-à-dire le rapport iz’ devient 


(1) Vu (33) et-(30), les expressions générales (7) de Nz, Ny, T sont encore, comme à 
la première approximation, homogènes du degré 1 en x et y; d’où il suit que, le long d’un 
mème rayon vecteur 7, elles sont proportionnelles à r et ont ainsi leurs rapports mutuels 
fonction seulement de l’angle polaire 9. Il en est donc de même de l’azimut des pressions 


principales et de celui des surfaces de rupture, encore homothétiques par rapport à l'ori- _ 


gine O. 


À 
À à 
ee ag 
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_ donc, vu la formule (21) de c, 


(36) | À k= as (st) sing | 


I+ 2sing (1+.2 sing)? 


TL SN Ke sing 
Ae Soe TAS 3863) oe | 


Le terme qui suit l’umité dans le facteur entre crochets mesure, en 
quelque sorte, l’utilité de la seconde approximation, puisqu’il exprime 
le rapport dans lequel cette approximation modifie le résultat cherché; 


“mais ce serait plutôt sa petitesse qui garantirait la rapidité de conver- 


gence des approximations successives et leur légitimité. 
A cet égard, on voit que ce terme tend vers zéro, assurant ainsi la 


sécurité de la méthode, pour les petites valeurs de ©, mais nullement 


pour celles qui sont voisines de 90°, contrairement à ce qu’une vue 
superficielle de l'équation (19) aurait pu faire augurer. Et il y a lieu 
de remarquer qu’il atteint ses valeurs les moins petites pour des 
angles o de frottement voisins des angles usuels. Car, en écrivant ainsi 
son facteur variable, | ze 


sing 


She = ; 
Ton Been ce 


Saye ap 


on voit que la quantité entre parenthèses est la somme de deux 
nombres positifs ayant le produit constant 2, somme minimum quand 


ces deux nombres sont égaux ou quand chacun est V2; ce qui a lieu 
pour ¢ = 30°. Le facteur a), ainsi maximum pour 9 = 30°, est d’ail- 
leurs trés peu TR pour toutes ses valeurs usuelles: car il décroit 


seulement de à sde - quand o grandit de 30° à 90°, 


Siesta pour g = 45°, il vaut 


RMS € I | D 6 ras, 
Er Tire | 2 ; , 


quantité que le maximum 5 = où 0,125 dépasse seulement de 0,0057. 


Ann, Ec. Nore: (3), XXXV. — Janvier 1918. 3 
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Et l'expression (36) de 4, devenue 


(5 - 2) [i+ (0, 3863) (Eve »)| ) 


est accrue d’une fraction de sa valeur 


k= -V2— 2 =0,1213 


de premiere approximation, exprimée par 


(0, 3863) € Va — 2) — 0, 04686, 


ou valant en tout : 
(0, 3863) (5 ja 2) = 0, 00568. 


Cela porte sa valeur à 0,1270. 

Pour 9 = 34°, cas du sable expérimenté par M. Gobin, le facteur(37) 
est 0,1246, bien peu au-dessous du maximum 0,125, comme on voit. 
Son produit par 0, 3863 étant 0,04813, le dernier facteur de l’expres- 
sion (36) de k est 1,04813; et la seconde approximation renforce la 
valeur 4, = 0,2081, trouvée antérieurement, de ses 4813 cent-mil- 
lièmes ; soit, en tout, de o,01002; ce qui la porte à 0, 2181. 


15. Pour juger du degré d’approximation ainsi réalisé, on peut 
chercher à quel point font varier 9’, dans la relation (8), les nouvelles 
formules des pressions, qui seraient évidemment exactes s'il s'agissait 
d’un massif hétérogène où l’angle de frottement extérieur serait 9, 
mais, l'angle 9’ de frottement intérieur, partout égal à ce que donne 
cette équation (8). Il faut surtout considérer la valeur de 9’ à la paroi, 
le plus loin possible de la région d’homogénéité (à angle de frotte- 
ment ¢) qui comprend le gros du massif, savoir, tout ce qui est hors 
du coin ou au delà du plan y = aa. Or, à la paroi, ¢’ résultait, à une 
première approximation, de la formule (19), revenant à prendre 
9’ = 49°56",4 pour 9 = 45° et 9’ = 39°17/,8 pour 9 = 34°, soit des 
écarts 9’ — 9 respectifs de 4°56’,4 et 5°17’,8. . 
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Le calcul est beaucoup plus long à la deuxième approximation, où. 

les formules (34) donnent des valeurs de (— N,), (— N,) et T respec- 

tivement RAR ANS À ds 
I 1—(0,6137 + atango)c 


a? I+ (0, Foie 4 : et tenes 


ou bien, proportionnelles, en | appelant K le premier de ces trois 
nombres, à 


1—(0,6139 + atango)c 4 ep 
1+ (0,3863)c - é 5 REA 


(37 bis) K= = 


_ aetcayant les valeurs (+) et (21). ‘Tl est sible que la formule (8) 
- devient 


(38) me = (RTL) + (Ut). 


K +: te K +1 
Le calcul donne, pour 9 = 45°, 


D GIANG 0, GRAS <a Cas Oy LA oy K = 4, 8733, sin?o’= 0, 55087, 
; OSS ha 2, pp = 2°55',2 


et, pour 9 = Sf 


a=0,5317, a tango — 0, 3586, c—0,1246, —K= 2,9650, 
sin?¢/= 0, 36143, o' = 36°57',3, g’—o = 2°57, 3, . 


On voit que l'écart o’ — ©, qui serait nul pour une solution exacte, 
décroît respectivement, quand on passe de la première approximation 
à la deuxième, de 4°56/,4 à 2°55’,2 et de 9917, O2 500, QU, en 
d’autres termes, de 296’, 4 à 195’,2 et de 317,8 à 177,3. La diminu- 
tion excède les 3 pour o= 45°, les ae pour ¢= 34°; et la deuxième 

approximation n’a pas été inutile. Mais elle nous laisse encore loin du 
but, a consisterait à annuler l'écart 9 — 9. 


16. On pourrait donc tenter. une troisième approximation, où 
l'équation (9), divisée par le facteur entre crochets du pue 
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membre, prendrait la forme 


Po ,d5_1+4&1 oo (Se o) | 
x. ( 


1— a*)x \ dy? TT dat 


et où, au deuxième membre de celle-ci (39), on substituerait aux 
trois dérivées de & leurs précédentes valeurs (30), dans lesquelles 


j’(y — ax) a l'expression (33). Cette équation (39) rentrerait donc _ 


encore dans le type (23) et admettrait de même l'intégrale (27), mais 
avec une forme bien plus compliquée pour la fonction explicite F(a, y) 
et, par suite, avec des dérivées secondes de la nouvelle fonction & 
bien plus pénibles encore a évaluer. 

Aussi, comme déjà les calculs de deuxième approximation deve- 
naient. parfois rebutants, conclurons-nous ce Chapitre de nos re- 
cherches par une simple application de l’antique régle de double fausse 
position (ou plutôt supposition) à notre coefficient & de poussée, en 
faisant l'hypothèse naturelle que d’assez petites erreurs sur o' sont pro- 
portionnelles aux erreurs correspondantes sur k. 


Pour un angle de frottement 9 de 45°, une première approximation 


nous a donné 
k (ou ky) =0,1213 avec un écart D — © = 296,4; 


et la deuxième a accru & de 0,00568 en faisant décroitre D — © 

de 296,4 — 195',2 =121',2. Une réduction de 296,4, qui aurait 

annulé- l'écart 9’ — 9, aurait par suite accru, proportionnellement, k de 

la quantité 

0,00568 x 398,4 = 0,0139. 
121,2 


, 


D'où résulte pour # la valeur, ainsi rendue (en quelque sorte) pro- 
bable, ; 


k= 0,1213 + 0,0139 = 0,1352, 


quand 9 = 45°. Or la moyenne des deux estimations les plus resserrées 


faites, l’une par défaut, l’autre par excès, dans le précédent Mémoire 
que complète celui-ci, avait donné (à la fin du n° 36), k = 0,1360, 
qui se trouve, comme on voit, plus fort seulement de 0,0008. 
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. Pour 9= 54°, ce qui est peut-être le cas le plus usuel d’un massif 
sablonneux, l’accord est encore meilleur. La première valeur ap- 
prochée #, de Æ y ayant été #—o,208r, avec 9 — © — 317,8, la 
deuxième y a ajouté 0,o1002 et a réduit de 140’, 5 l'écart 9’ — ©. On 
aura done, comme correction totale à faire sur #,, | 
ne | Étiont ne 0 0227; 
: | 140,5 4 É 

et 1] viendra £ = 0, 2308. 

Nous avons trouvé dans le Mémoire précédent (n° 50, p. 75, à la 
note) £— 0,231; mais c’est, avec une décrmale de plus, 4 = 0, 2309, 
résultat à peine supérieur au nombre actuel (*). 


= IV. — Profil de rupture d'un terre-plein horizontal, à couches plus 
rugueuses dans le voisinage de son mur vertical de souténement qui — 


~ commence à se renverser. : 


- 17. La complication eten même temps I’insuffisance de la deuxiéme 
approximation font ressortir l’utilité des massifs fictifs a eguilibre- 
limite facilement calculable, quoique hétérogenes quant au frottement 
intérieur dans la région contigué à une paroi, du moins toutes les fois 
que l’on peut, pour ainsi dire, intercaler, comme je l’ai fait dans le 
Mémoire précédent, le massif homogène proposé entre deux, pas trop 

_ différents, de ces massifs hétérogènes de même figure que lui, mais 
dont l’un développe des frottements plus intenses que les siens et, 
l’autre, des frottements moins intenses. Aussi, me bornant encore au 

eas du terre-plein horizontal maintenu par une paroi verticale, revien- 
drai-je à un tel massif hétérogène, pour y étudier la surface de rupture 
qui, à partir du bas de la paroi censée un peu ébranlée par détente ou 

. vers l'avant, s’y produit en s’éloignant de la paroi et en remontant jus- 
qu'à la surface libre. — 2 


_ (1) J'avais déjà effectué cette seconde approximation dans une Note publiée en 1884 au 
Recueil des Mémoires de la Société des Sciences, de.l’Agriculture et des Arts de Lille 
(4° série, t. XIII, 1885, p. 705 à 712). SE res Le ; 
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Nous savons que le profil ascendant de cette surface fait partout, | 


dans le plan des ay, l’angle à — du côté des y positifs ou du gros 


du massif, avec le profil même, dirigé aussi vers le haut, de l’élément . 
plan soumis à la pression principale proprement dite la plus faible, et - 
qui se trouve vertical au sortir de la région d’hétérogénéité, là où g’ se — 


réduit à 9. ae ; . te a 
Les modes d’équilibre-limite considérés acceptant toujours les for- 
mules (13), le rapport, a?, de N, aN, y est constant, tandis que celui 


des deux forces principales correspondantes P,, P,, qui se confondent — 


avec N,, N, sur la droite y = ax et au delà (ou plus loin du mur), 
prend une valeur variable a’, si l’on désigne par a’ la quantité 


cao SR Sr RO pink /1— sing’ ee 
- (4o) | a:-— Aang (G-<) << | 1+ sing” 


analogue à 


Appelons 6, au point (a, y), l’angle, compté positivement en tour- 


nant vers les y positifs ou vers le gros du massif, que fait avec la verti- 
cale ascendante menée en (æ, y), le profil (tiré vers le haut) de l’élé- 


ment plan de moins pressé, angle nul à la limite y = ax et s’éloignant — 


graduellement de zéro à mesure qu’on- se rapproche du mur (ou 
pour y ax). La force principale correspondante P, sur son côté 


regardant les y positifs, considérée uniquement dans sa direction telle 
qu’elle serait si cette force était une traction (alors qu’elle est une 


traction négative, une pression proprement dite), fait donc les deux 


angles respectifs : — B, B avec les x et les y. L'élément plan perpen- : 


 diculaire, sur sa face regardant les æ positifs, est soumis à l’autre 


force principale P,, qui, assimilée de même à une traction, fait les — 


4 


angles 8, 2 cu B avec les x et les y. 


_ Dès lors, par rapport au système des axes rectartgulaires P,, P,, les 
positifs ont les cosinus directeurs cos@, sinB, et les y positifs ont les ~ 
cosinus directeurs — sin, cosB. Par suite, d’après des formules élé- 


a= tang (F =) ? | ‘ | . à rs à 
— FN | LC 


+ 
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mentaires de Cauchy, bien connues, les deux composantes, suivant 
P, et P,, de la pression que subit l'élément plan normal aux æ, sont 


P,cosB, P;sinB; 


et celles de la pression sur l’élément plan normal aux y, 


= FP, sin6,, Py cosé. 


Il faut projeter sur les x et les y les composantes de la première de 
ces pressions pour avoir ses deux composantes normale et tangen- 
tielle N, et T, projeter de même les composantes de la seconde pour 
avoir T et N,. Il viendra donc 


Dy eae ie eee 


2 


Ny= Pi sin? + P,cosB = rot Be a Fis Pt cos sf 


Nz= P,cos?6 + P, sin? 6 2cos 28, 


2 


T =(—P,+P,) cos6 sin B = = ae sin26. 


On peut poamplacer ces relations per ents trois combinaisons évi- 
dentes 
| NP N Pe Py, TT 


2T 


4 
(41) Ny Ny = 10626, 


—— 


où il Re d’ observer que, toutes les forces étant ici des pressions 
proprement dites, les quantités P,, P,, Nx, N, sont négatives, mais les 
deux différences P,—P,, N,—N, positives: car il est entendu 
que (— P,) est la plus petite des deux valeurs absolues de PretdePlz 
et ern y)» la plus petite des deux valeurs absolues de N, et de N,. 


ME, Bisons maintenant la seconde équation (41) a la premiere, 
en tenant compte du fait que, dans la question étudiée, N,, N, sont 
entre eux comme 1 est à a°, et P,, P, comme t estaa’. Si, en outre, 
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nous nous souvenons des deux formules 


LEP 14 — sing! 
LÉ eee RTE 
nous aurons 
5 | $ sin 
(42) sing = sing’ cos26 ou cos 26 = Ty. 


Donc l'arc 28, nul à la limite y — ax du coin sablonneux contigu 
au mur, sera æigu à l’intérieur de ce coin et s’y trouvera d’ailleurs 
positif ou négatif, suivant que, dans la troisième équation (41), la 
valeur (13) de T sera positive ou négative. 

Pour traiter la question avec toute la généralité désirable, nous 
attribuerons à l'angle de frottement extérieur, ou angle de frottement 
du massif contre le mur, toute valeur constante possible 9,, distincte, 
par conséquent, de 9; et alors les équations (15), (16), qui déter- 
minent la fonction f”, contiendront tango, au lieu de tango. L’équa- 
tion (16) prendra ainsi la forme 


lang pi 


1+ alango, Fa à 


(43). (poury<az)  f'(y—ax)= 

La fonction f” sera donc négative dans tout le coin d’inclinaison a 
contigu au mur, circonstance liée évidemment au fait que l’équilibre- 
limite considéré se fait par détente horizontale, avec glissement des 
couches vers le bas. Comme, d’autre part, la fonction f' (y + aa) 
s’annule partout, la formule (13) de T donneraT > o. 

Ainsi l’angle aigu 28 sera positif; et il viendra, d’après (42). 
comme angle B fait avec la verticale ascendante, du côté des y positifs, 
par le profil montant de l’élément plan le moins pressé, 


(44) b= 


Or les deux systèmes d’éléments plans séparatifs de deux couches 
sablonneuses qui soient sur le point de glisser mutuellement font 


l'angle — =, respectivement, de part et d’autre de cet élément plan 


re 


Le 
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principal; et comme il’ s’agit ici des éléments plans de celui des deux 
systèmes dont le profil ascendant s'éloigne du mur ou est du côté 
des y positifs, l'angle de ce profil avec la verticale ascendante excé- 


T I : we 
dera 8 de a <. Appelons « cet angle total, dont la tangente sera visi- 
blement le coefficient angulaire, changé de signe, ou le rap- 


d 
port oy de la courbe demandée de rupture; et l’on aura, tout à la 
fois, ; ; , | 


(45) = — tanga a= 7-7 +8, 


formules dans lesquelles 8 recevra la valeur (44) ou mieux encore 
- sera relié à 9’ par la première (42). Comme o est constant, une diffé- 
rentiation immédiate de (42) donne 


; CS ne 
te tango’ tang26; 


ee 
dp 
et il vient, par suite, en dérivant l’expression (45) de a, 


746) om er Gg = 1a lange! tangap, 


Le dernier membre de celle-ci vaut 1 à la limite y = ax du coin, 
ou 5 =o. Il est donc positif dans le coin même, tout au moins à 
l'entrée ; et « y grandit avec 8 quand on va vers le mur. 


19. Mais reconnaissons que ce second membre de (46) y sera mème 
positif partout, jusqu’au contact du mur. Et, à ce propos, pour chaque 
point (x, y) du coin, évaluons l'angle 9’, qui a ici un rôle essentiel, 
en fonction de l’azimut 6 du point (a, y), azimut dont la tangente est 
_ le rapport de y à a. La formule (14), où f; s’annule et où l'on portera 
la valeur (43) de /”, le fait connaitre; et il vient immédiatement 


x ir EM pic A tang 0 | 
* (47) sin? = sin? 9 + Cos*p eee nee 


Ann. Bie, Norm., (3), XXXV. — Janvier 1918. 


DS 
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On voit que si, a à partir de l’entrée du coin où tang Oss se a; 16) 


point (a, y) recule vers le mur, ou ale tang® décroisse de a à zéro, le 
dernier terme grandira de zéro à a®cos*otang?o,; et 9’, B croitront 


sans cesse, jusqu’a deux Hania: supérieures, se réalisant contre le ~ 


mur (pour 0 — o), que nous appellerons Re ® et 6,. En 
particulier, la valeur de +’ la plus grande, ®, aura, vu l'expression 


1— sin Je, 
nt de a?, le carré de son sinus donné à volonté par l’une ou 


l’autre des deux formules | Se 


(48) - sin?® — sin? oe a?cos?¢ tang?o; = sin?o + (1 —sing)? tang* 9). 


Visiblement, dès que 9, diffère de zéro, ® excède 9 et croît avec 9,. 
Mais une circonstance plus cachée consiste en ce que 9, atteint ® 


quand sing, devient sing, sans cesser d’ailleurs, au dela, de se 


maintenir analytiquement au-dessous de ®. ~ 


Éliminons, en effet, par (42), sing’ de l’équation (4) préalablement | 


divisée par sin?@. Nous aurons 


_,, tang", a —tang6 e 
cos?26 tango \i+tango,tang0) 


ou bien, en remplaçant le premier membre par 1+ tang? 28, puis 


supprimant le terme commun 1, extrayant les racines carrées et 


observant que tang28 est posite comme cos2B, 


x | tang 9, a — tangé 
St: — 5 Se ig Ree a a a a 
(49) i ang 28 tango Énrerrs oat): 


A la limite 0 = 0, où B = 8, et o’ =, cette formule devient 
(50). lang26, =acotg tango > d'où tango; — ase tang 26. 


Or, l’équation (42) donnant, à la limite 0 = 0, 


\ 


, | sin? Amd. Ve sin? re 
(51) Der | (oi, tango = Es) 


cos?2 5, — sin? @)? 


a 4: oy 
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il résultera aisément, des secondes équations (50) et (5r), 


tango cos? 28, + sin? tang? 26, + «° cos?o — 1. 
tang?® a? Cos? 


Le second membre de celle-ci, multiplié haut et bas par cos? 26, 
devient, en y remplaçant a*cos*9 par (1— sing)’ et sin?28, par 
I— cos’26,, puis réduisant, 


| cos?265;— sing 1; 


(1— sing) cos26; 


On a done, en définitive, pour relier tango, a tang ®, la formule 
simple ee 

tang? oa: cos?28,—sing |? 

(32) tang? ® EP ES cos26, | ? 
qui n’est, du reste, que l’application, à notre terre-plein horizontal, 
d’une formule générale du Mémoire précédent ('). 

Elle montre que, si l’angle 9, du frottement extérieur, évidemment 
incapable, au point de vue physique, d’excéder jamais ®, atteint cette 
limite supérieure, la valeur la plus faible de cos2$, celle qui se pro- 
duit contre le mur, cos28,, égalera précisément ysin 9. 


20. Cela posé, langle 9, sera toujours censé pris tel que sing, se 
trouve compris entre zéro et sing, et que, par suite, sin® (plus 
grand que sing) le soit entre sing et sing. Or, dans ces conditions, le 
second membre de (46) sera bien partout positif dans le coin d’hété- 
rogénéité, ainsi qu'il a été dit, près du mur comme à l'entrée 
où B =o. Car, si, en s’éloignant de l'entrée, 9’ et 26, qui croissent 
alors ensemble, grandissaient assez pour annuler le second membre 


(1) Page 44. C'est la formule figurant à la note de cette page 44, où « se confond ici 
avec 2 Bo, d’après la formule (44) ci-dessus et la définition même de cose (rapport de 
sinpasin®). 
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de (46), c’est, visiblement, paree que 9’ et 28 deviendraient complé- 
mentaires, ou qu’on aurait cos28 = sing’ et, par suite, d’après (42), 
sin?o’ = sing; ce qu'on voit n’étre possible cout au plus que contre le 
mur même, pour 9 = ®. 

Ainsi l’angle « varie dans le-méme sens que et grandit sans cesse, 
quand la tangente de l’azimut ou angle polaire 0 du point (x, y) varie 
de a à zéro. 

C’est dire que cet angle « de la surface de rupture avec la verticale 
ascendante décroitra, en même temps que 8, quand, partant du bas du 
mur et montant vers la surface libre, on suivra le profil de rupture. 
Celui-ci sera ainsi concave vers le haut jusqu’au sortir du coin d’héte- 
rogénéité par le plan y = az, où il deviendra la droite d’inclinaison a 
(sur l’axe des x négatifs), symétrique de y = ax par rapport a la ver- 
ticale menée au point de sortie. | 


21. Etudions maintenant l'équation différentielle (45) du profil de 
rupture. L’angle « y étant la somme de 8 et de (7 — ©) dont la tan- 
4 2 


gente a’ est définie par la formule (40), on aura 


; dy a'+ tangB 
3 aS Se 
Wee dz 1— a'tangf 
Substituons-y, d’une part, à a’ sa valeur tirée de (40), où sing’ 
sing 
cos 268 
en cos 2. Bref, faisons-y 


cos26 — sin — 

(54) NET” tang 6 = 1— Cos2$, 

cos26 + sing k 1+ cos 26 
Le second membre de (53) sera ainsi une fonction explicite de 
l'unique variable cos28, fonction compliquée, il est vrai, de radicaux 
carrés multipliés entre eux. Or, pour déterminer cette unique variable 
pe fs . ; . . i 4 
auxiliaire, l'équation (14), par exemple, donne, en éliminant a 
at 


par (42) et f'(y — aa) par (43), puis extrayant une racine carrée et 


sera 


d’après (42); d'autre part, a tang, son expression classique 
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tang or 


appelant, pour abré | ) 
pp » pour abréger, m le rapport donné ane” 


(55) cos26 = ee tytange, 
; Née m3?(y— ax) 
Introduisons à la fie de æ, comme nouvelle able indépen- 
dante w, qui croitra de zéro à 1 entre la paroi y=o et la limite y—ax 
du coin d’ hétérogénéité, le rapport 


(56) ae d’où y—axu et P=a(u+e re): 


_ La valeur (55)-de cos26 deviendra 
ualangos +1 


55) # a ea oe ee 
( 7) rs B _ V(uatang 91) + ma — uy 7 : e 


D'ailleurs, le second membre de l’équation différentielle (53) est 
maintenant, grace aux formules (94) et (57) de a’, tangf et cos 28, 
A ume fonction irrationnelle mais tout à fait explicite, — aF(u), de la 

_ nouvelle variable indépendante, si l’on pose 


a “4+ tangs 


1— a'tangf si RAA 


ae) EE nes ou 
et cette équation (53), ou x sera désormais la ide de u à calculer. 
admettra immédiatement la séparation des variables, puis l’intégrale 
“générale, réductible à une quadrature iia avec la constante arbi- 
 traire / d’ intégration, : 


» 


= xz ‘ du 
(59) logs = f — 
: | | se ‘ PAGE, 


- Il est visible que / désigne la profondeur (sous la surface libre) d’où 

l’on veut que parte, contre le mur u = o, le profil de rupture demandé. 

Il émane en effet, évidemment, un tel profil d’une profondeur l'quel- 

conque ; et tous ces profils sont homothétiques, par rapport à l'origine 
située à l'intersection du mur avec la surface libre. 
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29. La différentielle qui reste à intégrer dans (59) contient deux 
radicaux carrés, qui portent eux-mêmes, rationnellement, sur le 
radical figurant au second membre de (57) et où la fonction soumise 
au radical est du second degré. L'intégrale en est donc hyperelliptique, 
sinon même (plus probablement) abélienne, et d’un calcul difficile. 
Aussi me bornerai-je au cas où le paramètre a de la question sera censé 
assez petit, par rapport à l’unité, pour qu ’on puisse négliger partout 
ses puissances supérieures à la moins élevée qui ADP ALANS 


— a? _ . e 
Souvenons-nous que sing, Free en fonction de a, est - aoe ;d’ou 


2 
-1l suit que 
cosg = —— atan fe Lee t tape = mee Rye 
tS Ta shine 2 ate: ‘ ne renee Sas 
Cela posé, la formule (57), qui peut s’écrire | 

+5 AE fe: RE à TONER 

| . FE 2 Fi 25 2 ee 2 2 

cosa6 = [1+ ae == I+ SA Seer ENT > 

de. (+= mut) 


deviendra successivement, par une application finale de la formule du 
binome, : | ER 
| de ae 
2 


i—u \! 1 — 2 
cosa = [bane PS ett -=1—amigt(— |). 
2+ mu 2 + mu : 
7 % | : 


Les expressions (54) dea’ ,tangB, où sin 9 se trouvera réduit i à 1— 24°; 
deviendront 


- (60). Fr Ra PQ QG) Game), tangs <a: m— mu. 


2+mu 2+ mu? sa 


d'où i eéquiters a’ antes (58), pour FO en négligeant au dénomi- 
nateur le terme GS so ds expression 


(61)  F(u)= ne mu + VO DU am 
2H Mut ). 


ARE) Voir, dans une note, à la fin du Mémoire; ce que serait l'expression de F(a), si lon | 
ne PENG plus a très petit. 
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La quadrature à effectuer dans (59) sera donc 


(62) ite du 2 (2+ mu) du 
QUE Er) o M+(2—mu+mu+V(h—m)+(4+2m)mu 


| oe | 

23. Achevons le calcul dans le cas le plus intéressant et à peu près 
le seul qui soit pratique, celui où l’on prend 9, =¢ et, par suite, 
m=1. Il vient alors 


du . (2 + u) du = 
(63) Se ny a eee, On een ee ee 

u + F(u) 1+utu+ 13 +G6u 
Faisons 

(64) \V34+6u=t; d'où u= EE —38), du = stat. 


Nous aurons 


63 du a5 2 (e+ g)tdt _ 2(€ + 9)tdt | 
ee) u+ F(a) 7 t+ 36t+07 °° ~(€4+-3)(#—3@+ 94+ 9) 


i 2 


Or l’équation — 
‘ @—3+o9t+9=0, — 

résolue en posant d’abord, pour faire évanouir le terme du second 
degré, ¢=7-+1 (ce qui donne la transformée 7° + 67 + 16 =0) et 
en appliquant ensuite la méthode de Cardan, conduit à la racine 
. réelle if 


ae 1h 
(CB a VE nt) Ha} 
Et 
eats 
V3 — 2\/2= 0,5557 environ, 


¢=t+1=— 0,759 à très peu près. 


où y désigne 
et, par Suite, 


On reconnait alors, en introduisant le nouveau facteur réel ¢ + 0,759, 
que l'expression à intégrer devient sensiblement 


FT PNA) 9 (t+ 9)t de 
u+F(u) (¢+3)(¢+0,759) (@— 3,759¢ + 11,853) 
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Enfin, la fraction rationnelle du second membre, décomposée en frac- 
tions réelles aussi simples que possible, donne, à très peu près, 


66 du __ (1,5) dt. 0, 4244 dt 0,9247 ¢ dt + 0, 7022 dt 
i) u+-F(@..- 14801 £0,759 @— 3,759¢ 4+ 11,853 


L'intégrale indéfinie en est 


du : 

pas 3 = if 

{wr = (1,5) log(t-+ 3) — (0, 4244) log(¢ + 0,759) à 
A 2 t— A] 

+ (0,9247) log VE — 3,759 + 11,853 + 0,8461 arc tang — =a 9 


U— 3+ 9t+9 
aL) aa et ee 


La quantité sous le radical revenant évidemment à eT! 


nous prendrons en tout, comme intégrale indéfinie, 


1—1,88 
log [ce + 3)' (£4. 0,759) 0887 (48 — 322+ ge + ge "Ta |. 


Faisons partir l’intégrale de la limite u — o, c’est-à-dire de t = V3, 
et passons des logarithmes aux nombres. L’équation (59) fournira 
enfin, à très peu près, la solution cherchée du problème : 


(6 ) er t+ 0,759 ae ; 12 V3 | Je 
: LANCE V3+ 0,759 /: @— 3+ 9t+9 
à au aretans ls + arc tang SE), É 


24. Il importe surtout, dans la question, de connaître l’abscisse æ 
du point où le profil de rupture atteint la limite y = ax, où u —1, du 
champ d’hétérogénéité; car, au dela de ce point où se termine la 
partie courbe du profil, le reste de celui-ci est la droite symé- 
trique de la limite même y — ax par rapport à la verticale ascen- 
dante qu’on y mène. Et l’ordonnée finale y du profil, sur la surface 
libre, vaut, par suite, le double de l’ordonnée même aa du point en 
question. Il suffit donc de faire u — 1 ou, d’après (64), t= 3, dans 
la formule’ (65 ). | 


ao 
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Or, en remplaçant | 


V3 +3 abe. ster | 12/3 ) 3 
r 4782 ; V V3 _ 
+327 6 our. ®— 3849649 2" 3 = 0,9773; 
. €+0,75 x 3,79 É 
aa ou | on par sa valeur 1,509, 


t— 1,88 1,12 z 1,88 —\/3 0,148 
3,884 par 2,385 —° 38835 ; SR ARC ET 


== 0; 05 192. 


cette formule (67) devient 


LE 
Lo 


= (0,787)! (1,809)"*" (0, 5793). 


> E0846 (arc tang 0,38 835 + are tang 0,05 132) 


On trouve respectivement, pour les deux arcs tangente, 21°13’, 41 
et 2°56',27; soit, en soe 24°10’ ou 1450’, et 0,422 en multiplant par 


la valeur absolue —— —— = 0,0 002909 d’une minute. On aura donc 
: ESA bu 
7 = (0,7887)"%° (1,509)°%7 (0.9773) #82 ete, 


Enfin, le logarithme décimal de 0,5773 étant (— 0,23 860), son pro- 
duit par l’exposant 0,462 sera (— o,11 023) ou 1,88977; et l’onaura, 
d'autre part, comme logarithme décimal de e—°#%, le produit 
(— 0,357)(0,43429), c'est-à-dire (— 0,15 504) ou 1,84 496. Le reste 
du calcul n’offrant aucune difficulté, il vient finalement 
(68) = = 0,5478. 

Par suite, l’ordonnée correspondante y= ax de l’extrémité de la 
partie courbe du profil de rupture aura, à très peu près, la valeur 
0,548 al; et celle de l'extrémité du profil total de rupture, sur la sur- 
face libre, en sera le double, (1,096) al. Ce sera la distance, au mur 
même, de la faille qui se trouvera dessinée sur la surface libre, si le 
_ profil de rupture part bien de la base du mur, située a une profondeur 
î Ann, Ee. Norm,, (3). XXXV.— FÉVRIER 1918. | : 5 
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donnée 7. La pente moyenne du profil de rupture par rapport à la 
verticale ascendante en est le quotient par /. On aura donc, vu qu'ici 
les tangentes sont assez petites pour pouvoir ètre confondues avec 
leurs arcs, 


(69) moy.% —(1,096)a —(1, 096) (7 — 2). 


25. Cette valeur se confond presque avec l'estimation que j'en avais 
faite (bien avant d’avoir dégagé l’équation différentielle explicite du 


profil de rupture) dans les deux articles des Annales des Ponts et 


Chaussées, de 1883 et 1884, cités (ave 45 et 46) au Mémoire dont 
celui-ci est un complément. J'y avais obtenu, en appelant ® la plus 
forte valeur de 9’, celle qui se produit à la paroi et dont le sinus ee 
dans notre analyse actuelle, de la formule (19), 


(70) moy.a= à (7 Æ 4 =, a (P— ©). 
Or, ici où 
1— a 
| sing = = 1-20? 
et ou 


ona 
sin® =1.— -a’; 
d’ou 
sint(E — @) = 50 et ®= -~—ay3 
De méme 
sin? (7 —9) =1—sin?9 = 4a? 
d’où 
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La formule (70) devient donc 


obi) moya= EY" g— (1 0915) (7 €). 


2 


Le coefficient numérique 1,0915 n’est guère inférieur à celui, 1,096, 
que nous a donné l'intégration de l’équation théorique (53). 
. J'étais arrivé à la formule (70), d’une part, en admettant que le 
_ profil de rupture avait, même dans sa partie courbe, une direction 
moyenne assez peu différente de sa direction finale, pour atteindre la 
limite y = ax vers le milieu de la hauteur /, et, d'autre part, en assi- 
milant à un are de cercle cette partie courbe. Malgré l’imparfaite justi- 
-» fication de ces hypothèses, dont la première est, d’après (68), erronée 
d’un dixième environ, leur ensemble se trouve, on le voit, assez bien 
_ confirmé, au moins quand on se borne aux petites valeurs de a. 


V. — Coup d'œil sur le même cas d'un terre-plein horizontal, soutenu 
par un mur vertical qui commence à se renverser, mais, en outre, par 
une paroi limitant le massif à l'arrière, parallèlement au mur. 


26. D’après ce qu'on a vu vers la fin (Article X, p. 71 à 76) du 
_ Mémoire complété ici, il y a tout lieu de penser qu’un massif sablon- 
_ neux, sur le point de s’ébouler de haut en bas, se comporte comme 
sil était indéfini au-dessous et en arrière de sa surface de rupture, 
pourvu qu’il s’étende effectivement jusqu'aux régions où se forme 
cette surface lorsqu'il existe bien au delà. Il suffira donc que le profil 
de rupture construit ci-dessus ne rencontre aucune paroi ni surface 
libre, en arrière du mur, pour que l’équilibre-limite comporte les lois 
obtenues. | Par GE | 
Mais supposons maintenant qu’une seconde paroi verticale, paral- 
lèle au mur même, ne laisse, en arrière de celui-ci, au massif sablon- 
| neux, qu’une largeur uniforme L, inférieure à l’étendue horizontale 
du profil de rupture naturel, c’est-à-dire, par exemple, à 1,096aH pour 
les petites valeurs de a et une hauteur H de mur. Que cette seconde 
paroi soit fixe, ou qu'elle soil, elle aussi, mobile autour de sa base et 
(par exemple) en sens inverse de la première, il sera alors impossible 


x 
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que le profil de ser reste le même; et il semble inévitable ques. 
partant toujours du bas du mur, il joigne à un certain niveau au-dessus 
la nouvelle paroi, pour côtoyer ensuite celle- -ci jusqu’ à la surface libre.- 


L’équilibre-limite cherché devra donc satisfaire à une condition définie >: Na 


de plus, savoir, celle de glissement du sable contre cette paroi, sur 


une étendue qui comprendra tout au moins la partie verticale ou finale — 


de la surface de rupture. Nous supposerons d'abord, pour fixer les 
idées, que le glissement du sable s’y fasse vers le bas; ce qui arrivera 
inévitablement si la seconde paroi commence, elle aussi, à s’ébranler 
en se renversant en arrière, mais Ce qui pourrait également arriver, i 
dans certains cas, sans qu’elle fat ébranlée. 
_Admettons à l’avance dans les régions adjacentes du massif, AiR: 


où l'exigeront les formules (8) ou (14), les degrés précis d’hétérogé- 


néité nécessaires, quant à l'angle variable g’ de frottement, pour que 
nos intégrales (12), (13) de l équation linéaire (10) et des équations 
indéfinies de l’équilibre continuent à être applicables, rendant ainsi 
relativement facile le calcul de l’état ébouleux que l’on a en vue. 
Alors les conditions d'annulation de N,, N,, T à la surface libre 


continueront à donner f”(y — ax)—6, f! (y+ax)=0, tout le long 
des deux faisceaux de droites y == ax = const. issus de cette surface 


libre, ou, par conséquent, pour les valeurs de y~ ax comprises 
entre o et L. C’est donc seulement dans les deux coins contigus aux : 


parois, ayant leur pointe en haut et leur côté. oblique incliné de +a 


par rapport à la paroi respective, que l'une ou l’autre des deux fonc- 
tions /”, f, différera de zéro, pour y prendre une valeur arbitraire sur 
chaque horizontale de la paroi correspondante, valeur transmise 
ensuite, dans le massif, tout le long de la droite y - + ax = const. qui 


en émane, jusqu'à son intersection par l’autre paroi à un niveau plus . 


bas de =. 


oh. Nous | supposerons i ici la hauteur totale, H, du mur mobile y=< ve 
depuis sa base jusqu’a la surface libre, plus grande que le quotient es 


de sorte que le coin contigu à la seconde paroi y =L englobe à son 
intérieur toute la partie inférieure du mur re dont la distance à la 


ge Ü t . #: fy { LA à Q id s 
- \ - à à a 5 ee on pe da 
ee ee ee ee ee Lew se 
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surface libre poeta ou que cette partie du mur y =0 soit atteinte 


-par les droites y paw = const. issues du haut de la seconde paroi 
y =L, et soit, pour ainsi dire, atteinte aussi par les valeurs corres- 
pondantes de la fonction Fy + ax), préalablement déterminées 
_sur cette paroi à un niveau plus élevé de 7 que leur point d'aboutis- 
sement, Pet 
Admettons d’abord, par contre, que la hauteur totale H ne pate 


L.. 
pas le double de = Alors les valeurs de l’autre. fonction arbi- 


traire f”/(y — aa), qui se déterminent de même au haut du mur y =o 
et se transmettent ensuite le long des droites y — ax = const. en 
émanant, s’y transmettront effectivement jusqu’à i paroi fixe y = L, 


L 
à la profondeur 5 et, n'y étant pas nulles, elles contribueront i a déter- 


“miner les nouvelles valeurs de f(y tax) s'y produisant à à cette pro- 
- fondeur. Mais l'influence indirecte ou ultérieure qu elles auront ainsi, 
sur /,, après cette sorte de réflexion contre la paroi y = L, ne s’exer- 
cera pas sur le mur y=o, qu elles n Silemaraient qu'à la profon- 


L 
deur 2—, jusqu'où il ne se prolonge pas. 
Sur ce mur y =o, la fonction f’(y —ax), qui s'y réduit à /’(— aa), 
paraîtra donc seule jusqu’à la profondeur L. mais, au-dessous, il y 
4 a Se 


. figurera aussi les valeurs de fi qui auront été déterminées sur les par- 
_ties hautes de la seconde paroi y = L. De même, près de celle-ci y = L, 
f, existera seule (en tant que différant de zéro) jusqu'à la proton. 


L 
deur æ = —» pour être, plus bas, associée aux valeurs de la fonction f” 


issues ie haut du ues oO. 

- 28. Nous aurons ‘ate la généralité dents, en ban aux 
ae de frottement extérieur du massif, contre le mur.y = o et contre 
la paroi y = L, deux valeurs constantes 9,, 2, distinctes de o et entre 
elles. La formule (16) deviendra done (43), comme au n° 18, mais 


seulement jusqu’a la profondeur + 2 contre le mur y = 0, c'est-à-dire 
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entre les limites y — ax = 0 et y — aw = — L; et il viendra 


. tan : 
(71) (de y—ax=o0 à y—ar=—L) f"(y—az)= ace (y—4a2z). 


De mème, pour y= L, l’action du massif sur la seconde paroi aura 
comme composante tangentielle, dirigée encore de haut en bas, — T; 
et si l’angle de frottement extérieur y est 9, (comme il vient d’être dit), 
tango, y exprimera le rapport de — T à — N,, c’est-à-dire, d’après les 
formules (13) prises avec /” = o jusqu’à la limite ax =L, le rapport 


de 
Haf[— fi(L+ax)] à  Ha[z+f;(L+azx)]. 


On aura donc 


ee Boe if pediment PE rst 2 Coa 
(de az=o0 à az =L) alee LE aay] = tangs, 
relation d’où l’on tire 
(72) (de ax =0o à ax =L) f,(L+azx)— SE 
: 2 
_ __tanggs Sat 
1+ a tango, pie eae 


Et cette formule donnera l’expression de la fonction f; entre les 
limites L, 2L de sa variable y + ax, si l’on observe simplement que L 
est la valeur de y sur la seconde paroi, ou que y + ax varie ede L 
à L+az le long de celle-ci. 

“Nous aurons, en résumé, comme expressions de f; nécessaires à 
considérer dans notre étude actuelle des circonstances qu’offriront les 
pressions au voisinage du mur y = 0, les deux suivantes : 


(de y+ax=o à y+ax—= L) fi(y+ax)=o, 
(de y+tax=Lay+azr=2L) 
fily tan) = LL (+ a2)] 


I+ a lang De 


(73) 
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- 29. Considérons maintenant la fonction f/”(y — ax), que nous 
avons déjà déterminée : 1° entre les limitesy—ax=L et y -ax—o, 
c'est-à-dire à la surface libre «=o où elle s’annule; 2° entre les 
limites y — ax =o et y —ax— — L, c’est-à-dire contre le mur y — 0 


Om . EN ; LU 0 d / ’ be 
jusqu'à la profondeur =: Pour pouvoir évaluer les poussées d’équilibre- 
_ limite exercées par le massif sur les parties du mur plus profondes, il 
nous faut encore connaître la même fonction f” pour les valeurs de sa 
» variable allant de y — ax=— Lay — ax — 2L. Nous observerons, 
à cet effet, que la fonction f y a les secondes valeurs (73), réduites, 
2 vu Y= 0), a 

pee nt anger ue 
‘ LUE APE aes) SRE CPE atanges ax), 
Or la condition de glissement relative au mur y =0, savoir 


at = tan | 
—N, 8 Pi 


y devient, d'après les formules (13) (p. 6), 


—ft—ax)+ flaw) _ 
a+ ff (—axr)+ fi (ar) ee tang 1, 
= ou bien, en résolvant par rapport à f’(— ax), 
(—ax)tangg, , 1—atangg, 
I pee ee 1 + ote 


(73) oe Jan fi (ac). 


Substituons- Ÿ af; (ax) la valeur (74) et neus trouverons 


(de ax=L a ax=oL) 


ey uen 

HAE a7) = Ty atange es a é 
sn eee LINE LESC SS a 2), 
SC ataneopi e+ taney.) 


(76) 


A 


Enfin, en 1 remplaçant — ax par y— aa, nous aurons la formule 


ho J. BOUSSINESQ. 


cherchée de la fonction /” entre les limites — L et —2L de sa va- 
riable : 


(de y—axv=—La y —ax=—2L) 
1+ a tang %, 


(1—a tang g,) tango: 
(1+ atang9,) (1+ a tang9:) 


Ge YHA On eR iy ae 


[L+(y—azx)]. 


On voit que l’influence de la partie supérieure de la paroi y =L, où 


s’est déterminée la fonction f/’ employée ici, se répercute, pour ainsi 
dire, sur la partie inférieure du mur y = 0, où vient de se déterminer 
la nouvelle expression (77) de f’, et que cette sorte de réflexion d’in- 
fluences d’une paroi sur l’autre s’est traduite par l’addition, aux deux 
équations (76) et (77), de leur dernier terme. | 


30. Reconnaissons enfin comment de telles transmissions d’in- 
fluences, entre les deux parois parallèles, modifieront la composante 
normale, (— N,) ou P, de la poussée par unité d’aire, sur la partie 
inférieure du mur y = o assimilé à une paroi mince et rigide mobile 
autour de sa base. La troisième équation (13) y donnant 


P=Ma*[x+ f"(—ax)+ fi(az)], 


il résultera de la derniére formule (73) et de (76) ou (77), en intro- 


duisant finalement, comme nous l’avons fait jusqu'ici, le rapport Æ 
de P à Ila, 


(78) (poure>=) ms ou een Cee 
a) We I+atango +a tango, ax 


On voit que l'influence de la seconde paroi y = L réduit la poussée 
par unité d’aire, sur la partie inférieure du mur y = 0, d’une certaine 
fraction de la valeur qu elle y aurait eue dans le cas d’un massif indé- 
fini, fraction (rue par le pepper 


2 a tango, L 
(79) 1+ a tango, (-=), 


a 
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et que ce rapport lui-même, nul pour ax =L, croit avec la profon- 
deur æ, à partir du niveau x = =? Jusqu'à la limite 


a tang 


bi PE a er 
(79 bis) 1+ atango, 


_ atteinte à la base du mur, pourvu toutefois que la hauteur totale H soit 
précisément le double de x que nous avons choisi (actuellement ) 


comme limite supérieure de Tau . 
__ Pour apprécier l’ordre de grandeur de la fraction (79 se on peut 
fixer les idées en prenant 


| 9, * d'où dis LE} eka RER EN Te 

bent vie Er i+atangg: 3—a? 
a tu , | x ? à 7 I LE : - 4 [à ¥ 
Cette fraction décroit de + à zéro quand a grandit de zéro à son | 
+ ‘maximum 1, ou quand © varie de 90° à zéro. | | 
| Si l’on multiplie la formule (78) soit par Mada, soit par 

[x dx(H — x), puis que, apres avoir dédoublé le second membre en 

ses deux termes, on intègre le premier terme depuis «=o jusqu’à la 
AIMER PRES ; L e | : 

_ limite supérieure H (excédant + et le deuxième terme jusqu’à la- 
même limite, mais en y partant seulement de la valeur + où ce terme 
commence À a exister, on aura soit la composante MATE tout entière, 

- @cosg,, de la poussée par unité de longueur du mur y =o, soit le 

- moment de cette poussée. Et l’on reconnaitra facilement que, d’une 
part, cette poussée, d’autre part, son moment, sont réduits, par l’in- 
fluence de la seconde paroi y=L, de deux certaines fractions des 
_valeurs respectives qu'ils auraient eues avec un massif indéfini, frac- 
tions exprimées, pour la poussée, par | 


; ae 2atangp / +) LE 
(80) aS, : eat aH) © 


et; pour s son moment, par 


ES Ai xp à Se fading yet | 
= (81) i ; asters t es ai) oe 
ENS ane : PISE «tango a 
Ann, ie Norm, @), XXXV, — Fevnren 1918. Beas | 20 


ot 


=} 
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Le moment étant ainsi diminué dans un moindre rapport que 1a: 
poussée même, le point d’ application de la poussée résultante sera 
plus haut que le tiers de la hauteur au-dessus de l'axe’ de rotation, 


Pr FE censé placé à la base mème du mur y= 0, c’est-à-dire à la base de la 


face postérieure de ce mur. LE A POP 


+ 


hs à 31. Nous avons supposé dirigé ae haut en pe le Foie (ea de : 
‘ee re du massif contre la seconde paroi y=L, ou attribué au rapport tae 
HAN de (—T)a(—N,), pour y = L, la valeur positive tango, comme il y à 3 
ee tout lieu de l’admettre quand cette paroi, en s’ébranlant pour tourner 
vers l’arriére autour de sa base et s’écarter du massif, ou encore en 


ou 


AR s’en éloignant par translation, tend à créer entre elle-même et Re a. 
alee massif un vide où la pesanteur ne peut manquer d’entrainer vers le bas — ane 
an les couches sablonneuses contigués. Le cas contraire où l’ébranlement, eS 


dirigé vers l’avant, aurait poussé cette parol y= -L contre le massif et fait ¥ 
se = refluer vers le haut le sable voisin, de manière à renverser la direction 
Fe tie _ de son frottement (— T), se déduira évidemment de la même analyse, a a 
meet ; ss grace à un simple changement du signe de 9,. Et alors ce seraun - 
= RE “accroissement de poussée, représenté d’ailleurs par les mêmes for- 
mules (79) à (81), que subira le bas du mur eee BA le fait de 5 ais 

seconde paroi. re : 

Cet accroissement se. MR sans doute encore si cette seconde | =? a 

RES _ paroi, au lieu de se transporter en avant par rotation ou par trans- (à 
& = lation, se déplaçait un peu vers le bas, dans son propre plan, ores 
= entrainait les couches sablonneuses, qui réagiraient dès lors vers le 
MP selects hauts fe “meme. qu’un léger déplacement de la paroi vers. le haut 4 
RSR ER aurait sans doute fait réagir le Fes vers le bas et rendu positif le ne 
* 2 frottement (— T). > ; an ‘ 

5 Soe ay oe Il importe @’ observer, à cet SD que nos ation de tat Aves HY ee 
| Jeux, étant des formules de simple équilibre entre le poids du sable et 
OR Se ae LOS, pressions statiques qu'il subit, ne portent aucune trace des AO 

i ments à l’occasion desquels se produisent ces dernières forces. Et 
ar _ voilà pourquoi les mêmes équations en N;, N, et T peuvent convenir à — ; Jes 
RIVE des mouvements très divers, mais presque imperceptibles tous. Les 
evince  différences qu'ils offrent entre eux. jouent ici le rôle de sn 
nuances modifiant très pre les eae ou sont représentées ee Fr 
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inertues négligeables en comparaison de la pesanteur. L'élément pro- 
_ prement dynamique des phénomènes, qu’elles constituent, ne devien- 
drait sensible qu'à un degré plus élevé d’approximation, au sujet 
duquel je me contenterai d'apporter, vers la fin de ce Complément 
(Article VII, n° 60), quelques indications ou suggestions bien impar- 
faites. Celles-ci méme auront surtout pour but la mise en ceuvre des 
vitesses, quand elle sera possible sans introduire les inerties, c’est- 
a-dire les produits des accélérations par les masses. 
Ces réflexions ne s’appliquent d’ailleurs pas uniquement à l’état 
. ébouleux. Elles s’étendent, comme on le verra, à l’état plastique des 
corps malléables, autre genre d’équilibre-limite, qu’offrent les solides 
lentement déformés, par d’assez fortes pressions, d’une manière con- 
tinue mais pouvant, à la longue, comprendre les changements de 
figure les plus étendus. | 


32. Cherchons encore comment on pourrait déterminer les profils 
de rupture qui dépendent à la fois des deux fonctions f” et f;. Bor- 
nons-nous, du moins en premier lieu, à la région supérieure du massif, 
et même aux niveaux, saath ~ = où il existe, entre les deux coins hété- 
rogènes d’inclinaison a contigus aux deux parois, une région homo- 
gène où s’annulent f” et f,, région dans laquelle les deux profils de 
- rupture possibles font, en chaque point (a, y), de part et d’autre de la 
T 
| | Ke 
déjà vu, aux n* 19 et 20, que si, de cette région intermédiaire, on 
pénètre dans le premier coin d’hétérogénéité, en s’approchant du 


ae ; ‘ a 
verticale ascendante et en montant eux-mêmes, l’angle er Ona 


ee eee rat LUE À oe eee Bhi lig Seek CRETE 
mur y = 0, l'angle > — 9? de ces deux directions devient 5 —?, et se 
rapetisse jusqu’a . — ® contre le mur y = 0, tandis que sa bissectrice 
s'incline, par rapport à la verticale ascendante et vers le gros du massif, 
d’un angle positif 8 croissant jusqu’à la valeur B, dont le double a 
sing. | 
sin® . | | à à > 
Par suite, en chaque point (æ, y) du coin sablonneux, les deux pro- 
fils de rupture possibles et montant font avec la verticale ascendante, 


comme cosinus 
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du côté du gros du massif, les deux angles 6 + (5 — £). Le premier 
profil, que nous aurons d’abord ici à considérer comme aux n® 19 
et 20, et qui s'éloigne du mur y=o, correspond au signe supé- 
rieur +. 

Quant au second profil, l'angle  — (3 — ©) qu’il fait avec la ver- 
ticale ascendante, négatif dans la région d’ homogénéité où $ s’annule, 
approche de zéro al’ intérieur du coin considéré où 6 et 9’ grandissent, 


mais en restant négatif jusqu” auprès du mur. Car, s’il pouvait quelque 
part s’abaisser jusqu’à zéro, 2B et 9 y seraient complémentaires : 


cos2B y égalerait done sing’, et l'équation (42) y donnerait — 


sing’= sing; ce qu'on a vu, au n° 20 (p. 28), être possible tout au 
plus contre le mur. 

Des lors, ce second profil, suivi en montant, est dirigé vers le 
mur y = 0; et la valeur absolue, que j’appellerai «’, de son angle avec 
la verticale ascendante, ala eel 


B étant le même, comme +’, pour les deux profils possibles qui se 
croisent au point (x, y). Cet angle « du second profil avec la verticale 
ascendante décroit donc à mesure qu’on s'approche, tout en montant, 
de la paroi y = 0; en sorte que Le second profil possible de Se ate est, 
comme le premier, concave vers le haut. 


33. Cela posé, notre profil de rupture, censé parti d’un point de 
cette paroi y =o assez haut pour atteindre la région d’homogénéité 


qui existe jusqu’au niveau # = ae la parcourra suivant une partie 
rectiligne d’inclinaison a, c'est-à-dire faisant avec la verticale ascen- 
dante l’angle ‘ = ; et il arrivera ainsi à la surface libre, vu qu'il est 
en avant du bord oblique du coin d’hétérogénéité relatif à la 


paroi y = L et que, cheminant parallèlement à ce bord, il ne pourra 


le traverser ou pénétrer dans le coin. 


RCE ro, — 


(85) - t : = FT + Bo, oy = 


ee 


MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES ). 45 


Mais 1 imaginons qu’il vienne juste d’assez bas pour aboutir comme 
asymptotiquement à ce bord même; et supposons qu'une minime irré- 
gularité accidentelle du massif le déplace très peu vers l’intérieur du 
coin d'hétérogénéité, en lui en faisant franchir presque tangentiellement 
le bord oblique. Une fois devenu ainsi intérieur au coin, il ne pourra y 
suivre que le second des deux systèmes de profils se rapportant à la 
paroi y = L, le seul qui se dirige, en montant, vers cette seconde paroi. 


Ce sera donc une deuxième partie courbe du profil total, concave vers 


le haut comme la partie inférieure de début, et qui se terminera plus 


ou moins haut à la seconde paroi. 


Arrétons-nous un instant sur ce profil de rupture composé. Soient: 
d’une part, B, et 8) les deux valeurs de § relatives respectivement au 


mur y = o et à la paroi y = L, valeurs définies, d’après (50), par les 


deux formules | 


| (83) lang 26, — a coto tango: tang 28, — a coto tango; 


d'autre part, ®, et ®, les deux valeurs correspondantes de ®, que 


détermine la relation (51) en donnant 


ne re sin 
> sin ®, — Eee 
cos 2 Bo 
“Les deux angles a, et a’, faits avec la verticale ascendante par le 
profil complexe ou composé, ‘à ses deux extrémités inférieure et supé- 


À rieure, seront dès lors, d’après la seconde (45) et d’après (82), 


fe se 
4 


La tangente au profil ea tourne donc en tout d’une paroi à l’autre, 


pour se rapprocher de la verticale, de ee 


a HER = (@,— -®;). 


Par exemple, si l’on fait les hypothèses usuelles, 


pi Pa— P» 
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d’où 
| pale 
tang 26,= tang 28, =a et b= G=3(F—£)> 


cette rotation atteint la valeur 7 ua t, soit 28° dans le cas du sable 


ordinaire où © = 34°. Et l’équation (84) donne alors 


® = ©, = 39° 19',85 | a = 39°S Pat; DA DS Ae 


. L . , * 3 a? ’ 
34. Au-dessous du niveau 2 = —, les deux coins d’hétérogénéité 


se pénétrent mutuellement jusqu’au dela du milieu de la largeur L, 
tout en laissant encore prés de chaque paroi, tant que le niveau ne 


L : 
’ RE A ae 
s’abaisse pas jusqu’à «= =; un espace angulaire de plus en plus 


rétréci (avec sa pointe en bas) où existe seule une des deux fonc- 
tions /”, f, et où sont, par suite, des profils de rupture partiels, res- 
pectivement homothétiques de ceux qui existent, plus haut, sur les 
rayons vecteurs émanés de l'intersection de la surface libre par la 
paroi voisine. s : 
Mais la partie intermédiaire, maintenant courbe, par laquelle se 
rejoignent ces fragments ou bouts de profils, a son équation différen- - 
tielle (45), ou (53) avec les valeurs (54) de a’ et de tang8, d’appa- 
rence un peu plus compliquée. La raison en est que, dans l’équation 
définissant cos 28, tirée de (42) et de (14), savoir 
1 
_(.. [f"(y—-ax)— fi(y +ax)l cove) 2 
(86) cos26= | 1+ HOUR ee ) 


les fonctions f” et f{ ont actuellement. l'expression (71) et la 
deuxième (73), dont aucune ne s'annule. 

Toutefois, si l’on transporte l’origine en un point (A, B) convenable 

et qu’on appelle &, n les nouvelles coordonnées courantes, en posant 


@=A+é;- y=B+"; 


on pourra déterminer A et B de manière que, dans (86), les deux 
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expressions linéaires placées entre crochets deviennent, de plus; 
homogènes en g et y, par Pannulation des deux ue constants ; et 


alors cos 28 ne dépendra, finalement, que du rapport + = w, analogue 


ak 
au rapport 2 = du n°21. Vu que dx = dé et que dy = dn, l'équation ~ 


anti en € et n sera donc intégrable par le même procédé qu'à 
cen’ FA. I équation différentielle en x et y. 
Par exemple, si, faisant les hypothèses usuelles ©, —9,—%, on 
2a tango 


dé 
ésigne par A la fraction eae TUE 


, qu’on a vu (au n° 30, p. 41) être 


toujours inférieure ? à la limite 2 ; qu'elle atteint peur a= 0, les expres- 


sions pie de f” et f, deviendront 


aes pak (y—az), t= RL y az); 
d’où | MEL SANS F 
| À L FES À 
TES = : ” i 
A837) f= =3(y-3)> Fu. HAE (2+; 5) 


Dès lors, transportons l’origine au point, plus élevé que la surface 
libre et équidistant des deux parois, dont les coordonnées sont 
à 2L B L 


Cest À d 
1) 3a 2 


A CES 


et l'expression (86) de cos 28 deviendra, en € et y, 


“ne 


(89); ~ PEN i COS2B = b oo Pet a] a 
ow neue a la valeur ne +, oe 


IA I+ a 


En raison de De ane des pressions par rapport à la verti-. 
cale équidistante des deux parois, cette een (89) est bien 


moins PomBlsiuce i (57): 
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35. De plus, si l’on suppose a petit, comme aux n° 22 à 25, l'écart 
1 — cos2@ est très sensiblement 8a?u?, tandis que, sing étant 1 — 24° 
à très peu près, les formules (54) donnent environ 


al= aitu, tangB —2au. 
Par suite, l’équation (53), où dy = dn, dx = dé, devient 


(89 bis) DN BES 5. u?), 


ra 


On observera que, vu l’expression (88) de A, sensiblement égale 


à — as et la grandeur des abscisses æ à considérer ici, qui excèdent 
L L "ge | 

== les valeurs de § seront plus grandes que 3—» tandis que y ne 
varie que dans une partie de l’intervalle compris entre + =L. Le rap- 


port w n’atteint donc pas la valeur absolue 3 et le radical V1—4u;, 


restant supérieur à a = 0,7454, dépasse oe notablement 2u en 


valeur absolue. 
Le petit coefficient angulaire, Ts de la tangente au profil de 


rupture qui s'éloigne du mur y =o, inclinaison, partout positive, de 
ce profil par rapport à la verticale ascendante, augmente avec x, 
comme on voit par (89 bis), entre le plan L — y =ax, limitant le 
coin émané de la paroi y =L, et le plan y =aæ limitant le coin 
émané du mur y =0o; de sorte que, dans la région dont il s'agit 
ici, intérieure à la fois aux deux coins, le profil de rupture en question 
n’est plus concave vers le haut, comme aux deux bouts, mais bien 
convexe. La courbure y change donc de sens. Il n’y a, d’ailleurs, à 
aucune des deux limites L—y— ax, y — ax, discontinuité de la 
tangente; car celle des deux fonctions f/, f”, qui disparaît au delà, 
atteint graduellement la valeur zéro à la limite même. 

Posons dans (89 bis) n = aëu; et éliminons n pour former entre Ë 
et u une relation analogue à (59). En appelant £, la valeur, que l’on 


: os 
rs 
————————— ee re 
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peut supposer donnée, de £ sur l’axe vertical de symétrie y = 
massif, nous aurons 


ee ss = 


ee. Ter 


L; intégrale figurant au Sont membre s’obtiendrait sans difficulté en y 
égalant le SRE à 1— 2ut, où 4 serait une nouvelle variable. Mais 


cette quadrature ne paraît pas offrir assez d’intérét pour que nous nous 
y arrêtions. | ‘ 


] - : he 15, , . x 
36. Au-dessous du niveau x = on les calculs deviennent plus com- 


pliqués, puisque chacune des deux fonctions SI", fi sy accroit de 
termes dus à la répercussion, sur chaque paroi, d’influences issues 


des points de l’autre plus élevés de - = Aussi nous abstiéndrons-nous 


d’y entrer dans les détails. Nous remarquerons seulement que les — 
valeurs extrêmes 8, et 6, ®, et ®,, de B et de o’, valeurs relatives aux 
parois y =o et y=L, continueront à être les mêmes que près de la 
surface libre. Cela résulte de ce que, pour y = 0, par exemple, la con- 
dition relative à la première paroi donne directement T = — N, tango, 
et que, d’ailleurs, d’après (13), N, égale partout a°N,. La troisième 
formule (41) donne dès lors tang 26, ; et, en y joignant (42), ona 


ook 24 lang: sin®, 1 
CES RE a ete Sing — cos28, 
formules d’où l’on conçoit que 28, et ®, se déduigent: de proche en 
proche, par de simples considérations de continuité, en faisant croitre 
graduellement x. | 

Si, en particulier, 9, = 9., il y aura atts de l’état Re de 


_ part et d’autre de la verticale y = =; sur laquelle l'angle $ ne pourra 


que s annuler. 

Il est probable qu'à des profondeurs x assez te après un 

_ nombre plus ou moins élevé de répercussions | d’influences d’une paroi 
à l’autre, avec addition, chaque fois, de nouveaux termes aux deux 

Ann. Éc. Norm., (3), XXXV. — FÉvRIER 1918. sl 
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fonctions f”, f;, les angles 6 et 9’ se régleraient de manière à ne plus 
dépendre sensiblement de x, tandis que les pressions N.,N5Loiehe 
draient à croitre, le long de chaque verticale, proportionnellement à la 
profondeur æ (‘). 


VI. — Intégration graphique, dans le cas d'un terre-plein à surface libre 
ondulée, indéfini à l'arrière et maintenu à l'avant par un mur 
courbe. 


37. Abordons enfin l'étude d’un terre-plein dont la surface libre a 
son profil 0B,B,B,B,C... (fig. 1) affecté d’ondulations assez longues 


Fig. 1. 


ou à pentes modérées, de part et d'autre de l’axe horizontal des y, et 
dont le mur de soutenement est également courbe. Pour simplifier et 


(1) J'avais déjà résumé plusieurs des résultats établis dans cet article V du présent 
Mémoire, au n° II d’une étude déjà ancienne ayant pour titre Sur la poussée d'une masse 
de sable, à surface supérieure horizontale, contre une paroi verticale ou inclinée, que 
contiennent, aux dâtes des 17, 24, 31 mars et 7 avril 1884, les Comptes rendus des 
séances de l’Académie des Sciences. 
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aussi pour fixer les idées, nous supposerons que le profil OBM de ce 
mur s'éloigne de plus en plus, à partir du haut, de la droite OQ du 


massif inclinée de a — tang (3 aa £) par rapport à la verticale des- 


cendante Ow; en sorte que toute parallèle. à OQ, telle que 6B’, 
issue d’un point du mur, ne rencontre ce dernier en aucun autre 
point. À 

Soit OQ’ la symétrique de OQ par rapport à Fhorizontale Oy, ou la - 
droite d’inclinaison — a quand on la suit en descendant de Q’ vers O; 
et imaginons que, d’un point quelconque B(x, yx) du massif, on mène 
deux parallèles BB,, BB,, à QO et à OQ, jusqu’à la rencontre, ou de la 
surface libre, en B, et B,, si le point B est pris au-dessus de OQ, ou de 
la surface libre, pour BB,, et du mur, pour BB,, si le point B est pris 
au contraire dans l’angle QOM. En d’autres termes, BB, et BB, sont les 
chemins ascendants des deux familles de droites y—ax = const. 
et y + ax = const., qui conduisent du point intérieur quelconque B à 
la frontière du massif. Nous appellerons respectivement /, /,, /, les 
ordonnées verticales x des trois points B, B, et B,, ordonnées se termi- 
nant en P, P,, P, sur l’axe des y et positives quand elles sont menées 
ainsi de bas en haut, comme dans Ja figure, négatives dans le cas con- 
traire. 

Cela posé, nos intégrales (12) et (13) s ‘appliqueront : à l’équilibre- 
limite provoqué, chez un tel massif, par un commencement de renver- 
sement du mur, pourvu que les deux fonctions /’(y — ax), , (y+ ax) 
aient leurs carrés négligeables ou que, s’il n’en est pas ainsi, le massif 
présente, quant à son angle ? de frottement intérieur, précisément les 
degrés d’hétérogénéité exigés aux divers points par unies (14) 
re que cela soit. Alors l annulation de N,, N, et T À la sur- 
face libre y exigera, d’après la seconde (13), l’égalité partout des deux 
fonctions f’, f,, tandis que la première et la troisième (13) deman- 


. > LE 12 ES - A I D + ot (2 ’ 2 
deront leur égalité commune à — >a, si æ désigne Vordonnée verti- 
cale du point considéré quelconque de la surface libre. 

38. On aura dès lors, évidemment, pour notre point intérieur B, 


mur, en B’ (par exemple), les valeurs de x et de f, 


(93) (en 8) ee a tango, 1 1— atangoi A, 


i 
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quand il appartient à l’espace principal QOC, 

» = A ’ ie : 2 | 2 
(91) gl. fy ar) ESSOR 
et, par suite, d’aprés(13), 
(—N:)=0 (- =) "RTE =, 


(92) | de N= (0. sh), a 


Quand le point B est pris, au contraire, dans l’angle QOM contigu au 
(y + ax) sont 


it 


encore (g1), ou représentées sur notre figure par /’ et par — +: Mais 
il n’en est plus de même pour f” (y — ax), qui reçoit, en B’, sa valeur 
relative au point du mur $ où aboutit la parallèle à QO issue de B’; et 
cette valeur de /” en 8 reste justement disponible pour permettre de 
satisfaire à la condition de glissement du sable contre le mur. (ee 

A cet effet, supposons, pour simplifier, le mur vertical en 6, de — 
sorte que la poussée, par unité d’aire, du massif contre le mur ait la 
composante tangentielle T et la composante normale (— N,). Nous 
devrons avoir, si 9, est l’angle donné de frottement extérieur, 


(eng) T=(—Ny)tangg, ou — f'+ fi=a(at f'+ fi) tangas, 


c’est-à-dire, en appelant A, A, les deux ordonnées verticales 2 des 
points B et 8., puis substituant à x, f/ leurs valeurs (gr) et multi- 


pliant par 2, PTE 
| ~~ 2 f'—),= a(2d +2 f"—2,) tanga; 
d'où TENTE", 


SS ——————————_——_— — SOC re oe 


I-atangg,. t1+atangg, 2 


On Voit comment, une fois dessinés, ou définis graphiquement, les. 
deux profils de la surface libre OB,B,C et de la face postérieure OM 
du mur, des constructions géométriques extrêmement simples feront 


x 
1 
| 
| 
| 
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connaitre les pressions d’équilibre-limite existant en tous les points 
du massif. 

Celui-ci sera homogène à très peu près (avec 9 pour angle de frotte- 
ment intérieur) dans sa partie principale QOC, pourvu que les pentes 
de la surface libre et, par suite, des sécantes comme B, B; joignant ses 
divers points, n’aient partout que de petites valeurs. Car, s’il en est 
ainsi, la différence des deux ordonnées /,, l, sera toujours faible com- 
_parativement à leur distance, qui est de l’ordre de la distance mème, 


i+, 
/— ~—— sensiblement, du point intérieur considéré B à la surface 
pots 
ai un Et 
Pon pourra neghiger son carré au second membre de l'équation (14), 
ou réduire 9’ à +. 


libre. Le rapport — sera donc petit dans ces conditions; et 


39. Évaluons maintenant la composante normale (— N,) =P de la 
poussée sur le mur par unité d’aire de sa face postérieure, en nous 
bornant au cas simple où cette face, verticale, a son profil OM suivant 
l’axe des x. 
| Donnons-nous I’ équation de la surface libre sous la ae GE (y) 

Et observons qu'ici, pour les divers points $ du mur, à abscisse verti- 
cale x =i, la seule ordonnée verticale à considérer de la surface libre 
sera celle, A,, du point B, correspondant, dont la distance y à l'axe 
des æ est sensiblement 08 <a ou an. On aura donc, pour les 


oints B, 
à fs 3 (ai). 

Par suite, la première et la troisième des équations (91), complé- 
tées par (93), donneront ensemble, pour tous ces points 6, 


atango: i 1-— atango: F(aa) 


ry ie pos (=~ eS eee, 
ee ES 1+atangp I1+atangg, 2 
see M els 
; Si oe: Deeg aS 
Enfin, la composante normale cherchée P ou (— N,) de la poussée 


par unité d aire, en 8, sera, d’après la troisième formule (13), toutes 


n 
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réductions faites, 
(95) P—1 ere [A—F(aA)]. 

Aux diverses profondeurs A, elle est en raison directe du fac- 
teur À — F(a), projection verticale de la distance 66, qu'il y a du 
point considéré 8 du mur au point correspondant 8, de la surface libre. 
Comme toutes les droites BB, sont parallèles, c'est, en définitive, da 
distance méme à la sur face libre, estimée suivant la direction des droites 
de la famille y + ax =const., qui mesure proportionnellement la 
poussée par unité d’aire aux divers points 8 du mur, comme si le 
.massif était divisé en longs filets prismatiques infiniment minces, tous 
orientés suivant cette direction unique, et que chaque élément super- 
ficiel du mur dut porter une fraction déterminée du poids de la colonne 
sablonneuse qui s’y appuie ou dont il est la base oblique. Et l’on 
trouve naturel qu’il en soit bien ainsi; car c’est suivant les direc- 
tions +a des deux familles y = ax = const., directions se réduisant 
à la seconde pour les points du mur, que paraissent se transmettre 
intégralement efforts ou influences dans les questions abordées ici. 


40. Il viendra pour la composante normale tout entière, | 
Ecosgi= [P dh, 


de la poussée par unité de longueur du mur, depuis À = o jusqu’à une 
profondeur donnée H, et pour son moment total, , 


m= (Pn 2) a, 


les expressions suivantes : 


@ RO aie de 
% Cos = T+ atanga |= ik (an) | , 


(96) 
dig saya Eve H° e H 
\ ee [+ [ ( —h)k (ar) da}. 


MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES ). is 
Si, par exemple, le profil OC est la sinusoide 


. 7 
x ——A sin =”, 


L 


à ondulations de période 2L, débutant par une Convexité et d’une 
demi- chpitues verticale A petite en comparaison de L, on aura 


e LR a? MEVAE fie raH 
AU RE acy) ARNCrSES B : 


2 Hose Ar, L > 7raH\ 
ae ese +22 (4 Ta LP © )| 


(97) - 


La poussée est accrue en moyenne par le fait de la premiére con- 
vexité, comme on pouvait le prévoir, tandis qu'elle serait diminuée 
si A changeait de signe ou si la convexité était remplacée par un 
creux. 


41. On peut voir, au paragraphe IX de mon travail de l’Académie 
royale de Belgique, souvent cité dans le Mémoire précédent, travail 
de 1873-1875 ayant pour titre Essai théorique sur l’équilibre des massifs 
pulvérulents, comparé à celui de massifs solides, et sur la poussée des 
terres sans cohésion, aux pages 127 4133, que la même intégration gra- 
_ phique des équations de l’équilibre-limite ramenées à celle (10) de 
d’Alembert, s'applique au cas non seulement de notre terre-plein à 
pente moyenne nulle, mais aussi d’un talus ondulé d’une pente 
moyenne quelconque. Le système d’axes rectangulaires des x et des y 
qui maintient à l'équation en w sa forme simple (10), et qui se trouve 
toujours orienté suivant les directions principales de la solution 
Rankine-Lévy, devient alors oblique par rapport à la verticale; ce qui, — 
à raison des deux composantes X et Y qu acquiert la pesanteur, © com- 
plique : assez notablement les formules des pressions. 


ows 
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VII. — Rappel sommaire de résultats antérieurs concernant soit l’état 
ébouleux des masses pulvérulentes, soit leur état élastique : _unifor- 
mité de l'écoulement dans les sabliers ; extinction du son par un 
milieu inconsistant; etc. | 

. 42. Le même Mémoire de l’Académie de Belgique contient encore 

d’autres problèmes assez intéressants d’état ébouleux, parmi lesquels 

il en est deux (§ X, p. 145 à 156) qui fournissent des applications de 

l'équation en y, aux dérivées partielles du second ordre, propre aux 

massifs sans pesanteur, équation portant le n° 11 (p. 11) dans mon 
récent Mémoire des Annales, dont celui-ci est un complément. C'est 
rigoureusement que cette équation (11) les régit, à la différence de 

l'équation (9) du mème récent Mémoire, aussi. du second ordre en y, 

mais où figure de plus p, et qui y est devenue à très peu près (p. 77 

et 78), pour les états ébouleux voisins de la solution Rankine-Lévy, 

l'équation linéaire (38) ou (40) en y seul, parce qu’on a pu alors y 

remplacer, sans erreur relative sensible, p par sa valeur de cette 

solution même: Au contraire, dès qu’on fait abstraction de la pesan- 
teur, la même équation (9) se réduit rigoureusement à (11) et permet 
parfois de déterminer à part l’azimut y, c’est-à-dire l'orientation, ~ 
partout, des deux pressions principales, avant de s’ occuper de leur 

grandeur ou de la pression moyenne p. 

Or il est permis de négliger ainsi la pesanteur, quand on exerce en 
tous sens, du dehors, sur le massif, des pressions trés supérieures à — 
son poids. Tel sera, par exemple, et c’est justement le premier pro- 
bléme dont il s’agit ici, le cas d’une masse sablonneuse, indéfinie (ou 
censée y remplir l’espace) entre les deux faces d’un angle dièdre, et 


_-comprimée fortement par deux plaques rigides qui, occupant ces faces, 


sont mobiles autour de la charnière constituée par leur intersection, — 
lorsque, en outre, des contre-pressions extérieures convenables, exer- 
cées sur les parties du massif très distantes de cette intersection, se — 
trouvent sur le point ou de faire ouvrir l'angle dièdre, ou de le laisser, 
au contraire, se fermer. Ce sont évidemment deux équilibres-limite 


analogues, le premier, à celui de la poussée des terres contre un mur, 
le second, à celui de leur buttee. > 


Lah 


(98) 


et, ensuite, 
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43. On y prend l'intersection fixe des deux plans rigides comme 
axe des 3 ou, dans le plan normal des déformations, comme origine 
des æ et des y. L’équation (11) à appliquer est alors 


AD; dE 


dy dx Dey == 0 


où D, E, A, y désignent les expressions 


pat (220824 ae 


i 2 dx dy 
_tfdsiney dcos 2% ten rye iaty, 
Do a) A En due 


Mais, en raison de ce que la divergence rectiligne des profils des 


deux parois, à partir de l’origine, permet de supposer semblables, 


dans le plan des xy, les états physiques tout le long d’un méme rayon r 
émané de cette origine, l’azimut y de la pression principale(proprement 
dite) la plus faible ne varie qu’avec l’angle polaire 0 du rayon; en sorte 
que les dérivations en x et y de y ou de ses dérivées en 4 se font par 


les formules . 
d sind d d cos -d 


Fe oe AO ay ra 


D’autre part, les deux dérivées de r en x ety sont, comme l’on sait, 
cos, sin9. On aura ainsi, presque immédiatement, 


ee cos 2y% — 0) ae dy 
Poe di a NT ES an aU 
dD dE  cos(24 — 26) d'y en | %) dy 
— a eS (2 
Bite aw rr OM ae re 
- + J | L . I ay 
OO Be 
 L'équation (98) devient donc, après suppression du dénominateur 
© Ann. Ee, Norm,, (3), XXXV, — Favaren 1938, | 8 


des azimuts, donnant x soit par un arc tangente ou circulaire, ou hyper- 


que j'appelle « dans le Mémoire cité, est I’ angle fait, en chaque point, 


faible. FE TR 3 


remplissant l’intervalle des deux cylindres, mais soumettre l’un de ces | 


| east uot: de glissement du massif contre ce Cylindre tournant, : 
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commun r?, 
rs ed dy dite 


[eos(2y,— 26) =k) + ÉLIRE DIRE En Soe 
ou >: LHC. OMR EE Ne ts ESS 
5 dé Leos (2% — 24) ne k] ra : | i ; "ee g fee ” = 

et elle a comme intégrale générale Sep oe HET es 
(99) 2. D AEs ge 3 ENTRE 


Or telle est nan aux notations près, la fnule (158) des rot 
mon Mémoire cité de Belgique, formule d’où se déduit aisément la dot cr 


bolique, soit par un are cotangente hyperbolique, qui ont cette tan- — 


gente ou cotangente proportionnelle à à la tangente circulaire dey —0. 


La différence x — 9, qui joue ici le rôle de variable indépendante et: 
avec le rayon vecteur r Donne Fe la pression puneipele la plus 


La même ee ii mais réduite à la solution singulière ou 
asymptotique y — 0 = const., s'étend (p. 150 et 137 à 139) à l'anneau 
sablonneux remplissant l'intervalle de deux cylindres circulaires 
solides conaxiques, de longueur indéfinie, l’un plein, l’autre creux, = 
sur lesquels s’exerceraient deux pressions normales uniformes, et 


dont l'un serait, par exemple, fixe, mais, l’autre, susceptible de se 
-contracter ou dilater uniformément suivant les rayons, de manière 


à faire varier en longueur les lignes matérielles radiales et, par suite, — à 
également, mais en sens inverse (vu l'incompressibilité), ice lignes yt 
matérielles circulaires normales à à ces mie te ee D eee 


44. On: peut considérer aussi (p: PE le même anneau sablonneux 
cylindres (l’autre étant, par exemple, censé fixe) a à un couple de rota- 
tion croissant autour de leur axe commun, jusqu’à production de 


w 


MÉCANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES). 59 
U est évident qu’alors l’angle y -- 0 =« de la pression principale la 
plus faible avec le rayon vecteur 7 ‘est indépendant de 0, ou le même 
partout à égale distance r de l'axe, mais fonction de cette distance r. 
* I faut donc, dans l'équation (98), composer 2y de deux parties, 
l’une, 26, se différentiant en x et y comme le faisait y ci-dessus, 
l’autre, 2a, se différentiant par les formules 


d : d d ested 
Ap 60989) F> Sas as 


Il vient, successivement, 


_ cos(9+ 2a) da 
<£ dr 
_ Sin(0+2a) da 


3 A ne Nate) 


D sin(0 + 2a), 


E 


et, après quelques réductions immédiates, 


Cee RESTE sin 2 ad 0S 2 
dy dx” rdr AT AA À 
1 d { da 
Ag (0+a)= LE): 


L’équation (98), multipliée par r et changée de signes, devient 
_ done | | 


Pur aoe da | we 
(100) 7 | sinaet rGe(cosaa+h)| =o. 


Intégrée, elle donne, en appelant c’ la constante arbitraire, puis sépa- 
rant les variables, multipliant par 2 et intégrant une seconde fois (avec 
une nouvelle constante arbitraire c), 
: x °(c s2a+k)d.2a _ 
log — + of: = —— = 0 


sin 2% — €! 


La quadrature s’y fait exactement par l'introduction de tanga comme 


x FA rr cr? rt 


is + i rs fee LE AT EN le CN PR a a A -— 
Stee a a Oe Ne De Ce, 2e 

gene SRE eg ay, 

= i f : A res ra x S 


~ 
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variable d'intégration. Or telle est bien, précisément, la premiere des 
deux équations (156) (p. 145) du Mémoire cité. ef 
Je n’insisterai pas davantage sur cette question; car mon but n était 
ici que de montrer comment l'équation (98) peut permettre de déter- 


miner (plus ou moins complètement, suivant les cas) l’azimut des — 
pressions principales, dans les déformations planes des massifs pulvé- | 


rulents sans pesanteur à l’état ébouleux. 


45. Un autre exemple, plus important mais sans doute difficile à 


calculer, d’état ébouleux est fourni par l’écoulement du sable dans 
un de ces sabliers dont se servaient les anciens pour mesurer le temps, 
vase de révolution à axe vertical et à paroi latérale polie convergeant 
inférieurement, sous d’assez fortes pentes, vers un orifice horizontal 
d’un diamètre très faible par rapport à celui des parties supérieures 


du vase même. On remplit celui-ci, du moins jusqu'à une certaine 
hauteur / au-dessus de l’orifice, d’un sable homogène dont les grains 
aient leur diamètre un peu comparable au diamètre de l’orifice, de — 
manière à permettre la sortie simultanée de plusieurs grains, touten _ 


rendant insignifiantes leurs vitesses de chute à travers les sections 
horizontales, bien plus grandes que l’orifice, situées au-dessus de 
celui-ci à des hauteurs très faibles par rapport à A, mais supérieures 
au diamètre de l’orifice même. LL RE LORS 

Dans ces conditions, on peut admettre que presque tout le sable du 
vase, à l'exception de celui que contient le bas du goulot, est à l’état 


ébouleux en ce sens que les accélérations y sont négligeables tout en 
maintenant l'équilibre-limite, ou que les pressions y neutralisent à très — 


peu près la pesanteur. © 


L'expérience a montré depuis longtemps (sans quoi l'usage des 


‘sabliers n’aurait pu s'établir) que la vitesse verticale moyenne à travers 
l'orifice y devient vite quasi permanente, et qu’elle se règle ainsi, pour 


un sable d’une finesse donnée, d’après la figure et les dimensions du 


vase au voisinage de l’orifice, mais non, sensiblement, d’après la hau- 
teur h du sable dans le vase, tant que celle-ci reste un peu grande par 
rapport au diamètre de l’orifice. L’écoulement se trouve donc assez 


uniforme, pour que cet orifice débite des volumes de sable à très peu 


_ près proportionnels aux temps et susceptibles de les mesurer. ÿ 


k 
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: 46. Ilya lieu, dès lors, de penser que nulle pression appréciable 
nest exercée par la masse pulvérulente sur les filets semi-fluides de 
sable, à leur naissance un peu plus haut que l’orifice, ou, en d’autres 
termes, à la traversée de la surface inférieurement concave, en forme 
de calotte intérieure au vase avec contour appuyé sur le contour même 
de l’orifice, où les vitesses, insensibles à l’amont, cessent de l'être à 
laval. Car une telle pression intérieure, qui serait transmise sur la 
calotte, par la masse pulvérulente, aux grains de sable libérés et leur 
imprimerait une vitesse initiale perceptible, ne pourrait qu'être en 
rapport de grandeur avec les pressions générales s’exerçant sur les 
couches inférieures mais encore étendues de cette masse, pressions 
de l’ordre des poids superposés ou des hauteurs À de charge. 
Appelons 5, pour abréger, la calotte fixe en question, convexe vers 
le vase, au-dessus et autour de laquelle il y a équilibre-limite sans 


_ vitesses appréciables; et admettons que l’orifice, d’abord fermé, avec 


repos partout dans le vase et son goulot, soit ouvert à un moment 
donné. Cette surface s deviendra évidemment, à l'instant où passage 
sera livré au sable sous-jacent, le siège de pressions décroissantes pro- 
voquant, dans les parties du vase qui entourent le goulot depuis et 
sous un certain plan horizontal fixe, l'établissement d’une série d'états 


_d’équilibre où le poids des couches pulvérulentes supérieures à ce 


plan, poids représenté sur celui-ci par des pressions verticales p pro- 
portionnelles à A, sera transmis de plus en plus aux parois entourant 
la calotte et de moins en moins à la calotte même, de manière à la 
décharger tout à fait dès que l'écoulement est réglé. 
Malheureusement, l'expression analytique de ces équilibres-limite 
doit excéder nos moyens d'intégration de leurs équations aux dérivées 


_ partielles; et il est difficile de savoir si quelqu'un de ces équilibres- 
limite permettrait à la pression sur o de s’annuler tout à fait. 


S'il en était un qui fat dans ce cas, il resterait utilisable pour des 


_ hauteurs de charge A quelconques, ne dépassant pas toutefois les 


limites au-dessus desquelles se trouveraient modifiées les propriétés 
de la matière pulvérulente. En effet, le poids du sable entourant le 


* goulot est insignifiant, eu égard à la grandeur des pressions p exercées 
sur le plan horizontal qui limite supérieurement la région considérée 
ici. On peut donc le négliger; ce qui rend homogènes les équations de 


-” 
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l’équilibre-limite pour cette région, soit indefinies, soit définies ou 
relatives tant aux parois, où il y a glissement, qu'à la calotte pSUpS yeas 
posée sans aucune pression. Dès lors, elles ne cessent pas d’être satis- 

_ faites quand on accroit dans un même rapport, proportionnel à 2, 
toutes les composantes des pressions exercées aux divers points 4 
(x, y, 3), à commencer par celles, p, existant à la base supérieure (*). OA 

Toutefois, l'impossibilité à la fois pratique et théorique, pour un 
talus sablonneux censé indéfini en longueur, de se soutenir sous des 
pentes supérieures au coefficient de frottement, rendrait fortement "A 
improbable l'existence d’un tel mode d’équilibre-limite, s’il s’agissait 
d’orifices d’un diamètre comme infini par rapport à celui des grains de — 
sable. Mais il faut justement observer que, dans les sabliers, Vorifice 
et même la calotte « qui le recouvre ne sont pas d’une étendue telle 

… qu’il faille, pour les occuper, beaucoup de grains de sable; et Ton 

_ conçoit que ceux-ci, se présentant à la fois pour sortir, s’arc-boutent —— 
mutuellement, à la manière de voûtes capables, par leur résistance = 
momentanée, de neutraliser la petite fraction, encore subsistante 
peut-être jusque-là, de la poussée intérieure. Ce role doit leur être 
puissamment facilité par le fait que les déformations de la masse 
sont, ici, de révolution, et non pas planes comme dans nos calculs;en 
sorte que les grains n’ont, pour se dégager, qu'une dimension sur rois, he 
la dimension verticale, et non plus une sur deux. D'où une bien plus 
grande difficulté (de l’écoulement) quisuffirait peut-être, à elle seule, 

pour permettre l'annulation des pressions sur l’orifice sans faire inter- 
venir l’étroitesse de celui-ci. | AIS Re AR 
Les grains de sable semblent donc ne devoir, à la surface 6, se déta- = 
cher ou tomber qu’zso/ément, en quelque sorte, faute d’un enduit léger 
pour les unir; et la petite vitesse sensible qui les anime à la traversée 
de l’orifice sérait uniquement due à leu | 


r hauteur de chute depuis le : 2 
point de o d’où elles descendraient. A PEN AMENER 


(1) C'est à peu près ainsi que j'ai raisonné au n° 42 bis (p. 103 et PIS mon 5 : A 
Mémoire de Belgique, où j'ai abordé cette difficile question de l'écoulement du sable par Re: 


un orifice, en contraste si marqué avec l'écoulement d'un liquide et avec la loi de Torri- 
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47. Le raisonnement suivant permet de se rendre compte, presque 
sans calculs, de la différence profonde qui existe, à ce point de vue de 
la transmission des pressions, entre un fluide en équilibre, où la pres- 

sion se transmet intégralement dans les sens horizontaux, malgré des 
parois verticales quelconques interposées mais laissant toutefois sub- 
sister dans le milieu des trajets de niveau continus, et une masse 
sablonneuse où, au contraire, de telles parois verticales, même infini- 
ment polies, permettent de réduire autant qu'on veut la pression. 

Pour ne pas sortir du cas simple de déformations planes, imaginons 
une longue auge rectangulaire, à parois latérales infiniment polies 
comme son fond horizontal: et, après avoir enlevé une de ses deux 
plus petites faces verticales, divisons-la par des cloisons également 
polies rectangulaires, parallèles à l’autre petite face, mais n’atteignant 
pas tout à fait le fond, en un certain nombre x d’auges partielles, dont 
chacune communiquera avec la suivante par l’orifice vertical de fond 
que présentera, sur toute la largeur, le bas de la cloison intermédiaire. 
Nous admettrons que le fond commun se prolonge encore un peu 
après le nième orifice, de manière à y former, sur toute la largeur, un 
rebord extérieur horizontal, capable de porter une couche sablonneuse 
de faible épaisseur. 

Cela posé, appelons 4, h’, h’, h”, ... les hauteurs uniformes de 
sable que nous déposerons dans ces auges respectives; et cherchons 
comment devront être réglées ces hauteurs, à part la première 2 qui 
sera arbitraire, pour que l’écoulement soit sur le point de s’y faire de 
la première auge à la seconde, de la seconde à la troisième; et ainsi 
de suite, jusqu’à la n°" auge, où le sable intérieur sera, de même, 
tenu juste en équilibre par une épaisseur, A”, de sable déposé contre 
le n°" orifice sur le prolongement extérieur du fond. 

_Les pressions verticales uniformes exercées, par unité d’aire, sur la 

plus basse couche sablonneuse de ces auges seront, évidemment, ITA 
-pour la première, ITA’ pour la deuxième, IIA” pour la troisième, etc. 
Si donc nous considérons le prisme élémentaire (ou mince bouchon) 
de sable occupant, par exemple, le premier orifice, avec ses deux bases 
matérielles verticales d’amont et d’aval, légères couches superficielles 
pulvérulentes donnant respectivement dans la première et la seconde 
_ auges, et sollicitées (vu l'équilibre) par deux pressions horizontales F 


64 | I. BOUSSINESQ. | 


égales et contraires, qui sont pressions principales en corrélation avec 

IA et Ih’ dans les deux auges, la première de ces bases tendra a _ 

sortir de la première auge et, la deuxième, à entrer dans la seconde. — 
La matière sablonneuse se trouvera done, à l’arrière de la première _ 

base, localement dilatée suivant le sens horizontal, mais contractée — 

verticalement; et le rapport - . PRE S54: 


Le we (7? RE | LR 
ising 208 4 i) =a va 4 


2 


de la plus petite de ces pressions principales proprement dites, à la 


plus grande, sera celui de la force horizontale F à la force verticale ITA. 
: On aura donc 7 Rene ee a 


F—Iha:. : 

Mais, au contraire, la seconde base, qui tend à pénétrer dans la 
deuxième auge, y comprime localement devant elle le sable, qui se — 
détend dès lors verticalement; en sorte que F y est la plus forte pression 
et ITA’ la plus faible, ou qu’on y a k j | | 


Par suite, les deux valeurs de F, égalées, donnent 


(101) ANS hath: 
+ € . * ‘ : 

On aura de même, en considérant les orifices suivants et la ten- 
dance, qui s’y produit, à l’écoulement vers le dernier orifice, 


6 Wah = eh; h" = ath" =a'th, LUS AM=atth, 
are ay Comme a est moindre que 1, les hauteurs successives de sable 
a maintenant l’équilibre-limite tendent vers zéro et, pour 7 assez grand Aue | 
D: | une légère couche pulvérulente, obstruant le dernier orifice sur le 
rebord extérieur du fond, suffira pour empêcher partout l'écoulement. 
se Par exemple, s’il s’agit de sable ordinaire, où o = 34°, 
a _ a@= tang 28°= 0,5317 et at=0,08 (environ), il suffira de deux 


> . 
7 7 Ï a 
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auges ou deux orifices pour donner a*” = a’ = 0,006388, c’est-à-dire 
pas seen plus qu’un en centième. 


48. La première et majeure partie de mon Mémoire de Belgique 
concerne les états d'équilibre élastique se produisant dans les couches 
supérieures, c’est-à-dire peu profondes, d’un long talus plan sablon- 
neux ou l’état mécanique est censé ne varier qu'avec la distance à la 
surface libre, lorsqu'on suppose la masse d’abord sans ‘pesanteur et 
tout entière à état naturel, puis soumise peu à peu à une pesanteur 
lentement croissante, de manière à passer par une suite d'états 
d'équilibre n’outrepassant jamais ses primitives limites d’élasticité, 
contrairement à ce qui arrive aux massifs ordinaires de sable, dont 
les éléments sont déposés successivement les uns sur les autres, avec 
d’innombrables chocs et sans que jamais leur ensemble se trouve a 
l’état naturel. On ne pourrait, ce semble, expérimenter ce phénomène 
_avec quelque approximation qu'en composant le massif d’une poudre 
insoluble dont les-grains auraient une densité à peine supérieure à 
celle de l’eau, et en “le laissant non seulement se déposer, mais aussi 
se tasser peu à peu sous une eau en repos (et, par conséquent, à de 
trés faibles pressions entre les grains de sable), puis se sécher par lente 
_évaporation superficielle ou par lente infiltration du liquide dans les 
couches profondes du sol - | 

Sans me préoccuper de |’ extrême difficulté, sinon de l'impossibilité, 
que présenterait la réalisation de conditions pareilles, mais me plaçant 
aux points de vue habituels, hypothétiques, de la Mécanique ration- 
nelle, ÿ ai pris comme expressions des forces élastiques du sable celles 
_qu’a démontrées la grande Note(n°1, p. 2 à 7) du récent Mémoire dont 
celui-ci est le Roue c’est-à-dire les formules convenant à un 
. solide élastique beaucoup plus déformable que compressible (conser- 

vant ses volumes) et où le coefficient de rigidité (11 de Lamé), au lieu 
d’être constant, se trouverait partout proportionnel à la pression 
moyenne actuellep.. . | 

J'ai reconnu que le talus indéfini proposé admet alors, suivant un 
‘ensemble de circonstances produites au loin, une infinité de modes 
d'équilibre élastiques, fonctions d’un certain paramétre ¢, où pressions 
et déformations, partout orientées de même et ne variant tout au plus 
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qu’avec la distance a la surface libre, lui sont simplottent proportion 
nelles, quant aux pressions, mais n’en dépendent pas où sont uni-— 
formes, quant aux déformations. Le paramètre € y représente l'angle | 
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que font respectivement, avec la verticale et avec l'horizon, dans ar 
chaque mode d’équilibre, les deux systèmes, perpendiculaires Lae à 
l'autre, de droites matérielles non contractées ni dilatées (par la petite Se 


gi 


+ 
LA 


se 


déformation), inclinées à 45° sur les pressions principales où les dila- À 
tations principales, et dont l'un, le plus voisin de la verticale, pour- 
rait donner, par une de ses droites, le profil d’un mur plan immobili- a os 
sant les grains contigus du massif dans leurs situations d’état naturel. | 
Lorsqu’ on tient compte de la limite (supposée invariable) d’élasti- 
cité pour la dilatation principale positive, langle w du talus avec 
l'horizon est toujours inférieur à ¢; et ces modes BE ‘équilibre élasti que, — 
pour chaque valeur de w, se trouvent tous compris entre les deux | or 
modes d’ équilibre-limite découverts { par get a ANAS fet n'en & 3% 
sont que les cas extremes (‘). sig LESC 
_ Il y a même, sauf toutefois quelques différences. ou particularités © 
_ notables, une pareille série de tels équilibres, aussi avec limites ana- . 
 logues de pente de la surface libre, pour les solides élastiques et iso- 
tropes ayant cette forme de talus plans indéfinis, et qui. se seraient — 
également trouvés à l'état naturel avant d’être soumis à leur pois Re 
anand des s pages pis 45, 63, 87 et 88 ae ce po de 1876)... LEGS 
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29. ‘Enfin, considérant que les FR accidentels ‘auxquels ae 
est fréquemment exposé un massif sablonneux doivent, à la Page { = 
‘altérer sa contexture ou changer l’état naturel de ses pariteutes,:, 
_jémets, au paragraphe VIII du Mémoire, l'opinion qu un massif sou- — 
tenu par un-mur doit finir par atteindre le mode d’ équilibre | le plus oo 
stable possible, c’est-à-dire le plus voisin de l’état naturel ou compor- : 
_tant les moindres déformations élastiques, compatible avec. le degré =, 
de résistance de son mur de soutènement. J’ ‘apprécie d'ailleurs ( 
_ degré d’après le moment de la poussée g qui renverserait en bloc le mu RTE 
pur rotation autour LOUE axe donné tel an ‘est, notamment, | le bord oe: 


4 


ae ey 
À A 


+ 
“ # 


-MECANIQUE DES SEMI-FLUIDES (SABLES ET CORPS PLASTIQUES ). 67 


antérieur de sa base. Je peux alors déterminer aisément la valeur de < 
pour laquelle la déformation élastique est la plus voisine de zéro, ou 
quel est, dans chaque cas, le plus stable des modes simples d'équilibre 
élastique considérés ci-dessus (modes où la déformation est partout 
uniforme ). 

Je fixe ainsi, pour un mur rectangulaire vertical ne résistant au ren- 
versement que par son poids, soit I’ épaisseurminimum qu'il doit avoir 
pour ne pas tomber, eu égard à sa densité, et à la pente fang du talus 
qui l’affleure, soit aussi le épaisseur beaucoup plus grande qui permet 
l'établissement du mode le plus stable compatible avec la déclivité w. 

Mais je n’ayais pas assez remarqué, lors de la rédaction de ce para- 
graphe VIII, que les choses sont loin d’être aussi simples dans la nature. 
Car il doit dire infiniment rare : 1° que, près d’un mur soutenant un 
massif en talus plan, l’état physique du massif soit indépendant de la 
distance à ce mur et seulement fonction de la distance à la surface 
libre ; 2° que la contexture qui se produit à la longue comporte l’exis- 
‘tence d’ un état naturel pour l’ensemble du massif. De telles hypothèses 
équivalent à des simplifications énormes, capables de dénaturer les 
problèmes en les idéalisant outre mesure et en supprimant d’impor- 
tants détails. Il est possible cependant qu’elles fournissent une 
< FES des phénomènes, précieuse en attendant mieux. 


50. Les mêmes réflexions critiques atteignent, jusqu'à un certain 
point, bien des calculs d'équilibre élastique, faits par les géomètres 
relativement aux petites déformations que produit la pegentenr dans 

les solides. On y admet d’ordinaire l’existence, pour un tel corps tout 
entier, d’un état naturel logiquement antérieur à l'application de cette 
force, Or cette hypothèse n’est cependant justifiable, elle ne comporte 
de contrôle, que chez des solides ou très légers, ou de faiblés dimen- 
‘sions, assez petits, en un mot, pour que es déformations dues à leur 
poids soient insignifiantes, comparativement à celles dont leur élasti- 
cité les rend capables sans dépassement de ses limites. Alors seulement 
nous pouvons les faire entrer dans des constructions beaucoup plus 
grandes qu’eux-mémes, où ils figurent presque comme de simples 
- éléments de volume; et les poids, les déformant notablement, qu'ils 
ay supportents à ne son plus leur pee propre; dont on ne saurait les 
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débarrasser qu’en les transportant Join du globe, dans les espaces 


célestes. 
supposés même ainsi petits, on ne peut g guere y admettre un état 


naturel, c’est-à-dire l’absence de pressions {ant intérieures qu’exté- 
rieures, que lorsque, si ce sont, par exemple, des matériaux de con- 


struction, ils ont été extraits du milieu d’une vaste carriére d’appa- 
‘rence uniforme, où la vraisemblable variation graduelle d’état entre 
points voisins permette de les assimiler à de véritables particules, con- 
stituées de même dans toute leur étendue; en sorte qu’il suffise d’y 
annuler les pressions de superficie pour y faire évanouir en même 


temps les pressions intérieures. Et si ce sont des métaux, des corps | 
produits apres fusion, il faut que leur solidification ait eu lieu lente- 


ment, sans courants, presque à la fois dans toute leur étendue; sans 
quoi on ne peut guère y atténuer suffisamment les disparités, les iné- 
galités intérieures et, plus tard, les particularités (comme écrouissage, 


-énervement, etc. ) dues a l’histoire propre de chaque région, que par 


A 


lopération du recuit, c’est-à-dire par une multitude de fusions par- 


_tielles y vamiolliacaut et fluidifiant successivement toute la matiére, de 


façon à uniformiser peu à peu sa contexture et à effacer les tensions — 


purement locales. SE 


~<A. Mon Mémoire de Belgique a passé presque eue sous 
cilenee les phénoménes de mouvement pouvant se produire, dans les 


masses pulvérulentes, avec accélérations sensibles dont il faille tenir — 


compte, comme seraient, par exemple, les mouvements vibratoires. 


C’est seulement dans une Note (p. 96) que j'en ai parlé, pour observer _ 


qu'à l’état naturel (ou abstraction faite de la pesanteur) leurs compo- 


santes de pression, non linéaires par rapport aux déformations et à la | 


pression moyenne p considérées à la fois, sont impuissantes à leur 


donner une élasticité appréciable, analogue i à celle des solides ou des _ 


fluides compressibles, apte, en un mot, à leur faire transmettre, avec 
une vitesse ou célérité finie, les ondes d'amplitude infiniment petite, : 


c’est-à-dire (plutôt) très faible. Vu la petitesse extréme de p, dans ces 


mouvements où p s'évanouit avec les déplacements 1 mêmes ; vu aussi, 


par suite, l'annulation, avec p, du coefficient de rigidité & qui lui est 


proportionnel, ces milieux s S'y Re ou à très Fe près, 5 


* 
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comme un solide isotrope sollicité à vibrer transversalement, mais où 
le coefficient d’élasticité mis en jeu par de tels mouvements serait infi- 
niment petit : circonstance d'où résulterait l’évanouissement de la 
vitesse de propagation et, par suite, l'impossibilité, pour les ondes, de 
se transmettre, à peu près intégralement, dans le milieu. Aussi I’ expé- 
rience prouve-t-elle, comme je a ai observé dans la Note dont il s’agit, 
qu un massif pulyérulent étouffe le son. 


92. Toutefois, s’il en est ainsi dans ie couches supérieures du 
massif, ol. p n’a pas de partie permanente notable p, due à leur poids 
et, par conséquent, antérieure aux vibrations considérées, cette nes 
permanente p,, proportionnelle, dans un terre-plein horizontal, 


lordonnée verticale comptée en partant de la surface libre, devient, au 


contraire, suffisante, aux profondeurs assez grandes, pour conférer au 


milieu une élasticité u = mp, appréciable et permettant ainsi, aux 
feuillets matériels parallèles qui s'y trouvent, de réagir contre des 


glissements mutuels qui leur seraient imprimés. D'où une étude, qui 
reste encore à faire, d’un genre d’ondes complétement i inconnu tant aux 
physiciens qu’aux géomètres. On pourrait s'y borner, en premier lieu, 
au cas d’un terre-plein horizontal et qui, aux époques 7 négatives, se 
trouverait en repos, avec surface libre choisie comme plan des wy et 
même, d’abord, avec pressions réduites à la pression moyenne d'équi- 
libre p, =—Ilz, pour se mettre en mouvement à l'instant 4 — 0, par 


l'effet d’une perturbation rapidement survenue à la superficie. En s S'y 


guidant sur l’analogie avec les ondes dues, dans un liquide pesant, à 


un trouble initial de la surface libre, on formerait sans doute assez 
‘aisément les équations aux dérivées partielles de ces sortes de petits 
mouvements ('). On remarquera qu elles deviennent identiques à 
_celles des ondes liquides ainsi rappelées (dites ondes par émersion et 


AR ondes par impulsion superficielle), quand on pose m= 0 et, par suite, 


= 0; ce an porn le massif pulvérulent à un fluide incompressible. 


() On y incisional les formules générales que j’ai données au paragraphe I de mon 


Mémoire de 1869-1872 sur la Théorie des ondes liquides périodiques et vers la fin de la 
Note complémentaire 3 de ce Mémoire (Tome XX du Recueil des Savants cumpgers. de 


l'Académie des Sciences de Paris). 
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subsistent la dépendance et la développabilité des pressions, en fone- À a 


= Mariotte ou à Hooke, et à la condition de mettre en compte, pour tenir. 


= suffi pour faire attribuer à la particule pulvérulente, tant que les pres- i 
_ sions sont modérées, une rigidité u = mp proportionnelle à la pression — à 
moyenne p; après quoi, l'extension, à la même particule sensiblement a 


limite A d’élasticité quant à la dilatation principale positive dis nous + 
conduit à l'équation caractéristique de l'état ébouieux, ou à la connais- Ex 
sance de l’angle de frottement intérieur, que ne peut dépasser, sans | LE 


_rieure \ ou superficielle. Et; du moins pour les déformations planes, la — 
_ mécanique de cette catégorie de corps semi-fluides gue sont: les masses 


sorte, avec celle des solides isotropes. — 


pulvérulentes, des observations, comme seraient par exemple des 


| est, en attendant, assez porté à penser que, si la pression intermédiaire — 
_ principale P, différait de la pression moyenne (— p), l'angle ¢ de frotte- 
ment intra n RARE pas de grandes variations, ou u quel’ Noe ra 


| 0 RTERE 7) le précédent Mémoire que complète celui-ci,” D | 
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VI. — - Aperçus et hypothèses sur ae mécanique des semi-fuides . = 
en générale Si 

Fes. Une assez lointaine analogie de toute want FPE 
tassée jusqu'à un certain point, avec une particule solide isotrope — 
beaucoup plus déformable que compressible, nous a permis, au début — 


de ces études (‘), d’obtenir, pour la particule sablonneuse ou, ‘lies a - 


énéralement, pulvérulente, des formules de pressions élastiques où =a 


tion entière des déformations éprouvées à partir de l'état naturel, mais — 
sans la loi de quasi- -proportionnalité ou de quasi-linéarité due à l'abbé > 


lieu de cette loi, le fait de l'absence de rigidité à pression nulle. Cela a _ 


de 
Fe 
ak 


22e 


incompressible et soumise à des déformations planes, de la notion d'une + its Oo 


amener l'éboulement de la particule, l'obliquité d'aucune pression inte- 


pulvérulentes, s s’est ainsi trouvée ébauchée, unifiée même, en quelque : on 


Or on ne voit pas qu'il ait été fait, jusqu’ Ue et OP ante Le 


mesures de la troisième (ou intermédiaire) pression principale RAA 
obligeant à à sortir de |’ hypothèse simple des déformations planes. On. 


1 
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tink d’état ébouleux, entre P, et P,, resterait sensiblement la 
même ('). ; | 


54. Mais les solides, eux aussi, peuvent constituer une seconde 
catégorie de semi-fluides, c’est-à-dire couler, se laisser déformer ou 
pétrir indéfiniment, avec plus ou moins de lenteur, sans tendance 
notable vers les formes où structures antérieures, et même sans se 
_ briser, grâce à des pressions suffisantes en tous sens qui s’y oppose- 
-raient à la rupture, à la brusque séparation des particules contigués. 
Et ces écoulements, où se conserve encore, très sensiblement, la den- 
sité de la matière, mieux même que dans les masses pulvérulentes, — 
- comportent des lois approximatives accessibles à nos observations, 
‘ainsi qu'à nos calculs, lorsqu’il s ‘agit de corps mous ou malléables, iso- 
tropes, comme le plomb, les pâtes céramiques, etc. Leur fluidité, leur 
_équilibre-limite interne, dit état plastique, parait se produire, de méme 
. que chez les masses pulvérulentes l’équilibre-limite ébouleux, dès que 
les trois petites dilatations élastiques principales. d,, ,, à, des parti- 


cules, à somme algébrique supposable encore nulle, vérifient une cer- 


- taine relation où la plus grande d’entre elles (en valeur relative) 9, 


atteint une limite positive A d’élasticité, sans doute fonction, jusqu’à 


un certain point, du rapport des deux autres 2,, 39. 

Dans le cas de déformations planes où l’une de celles-ci, de 8 ape 
et où, par suite, à, = — 3,, l’état plastique semble donc devoir se réa- 
_liser quand la différence 3, —3, des deux dilatations principales 
extrêmes devient le double de la limite A d’élasticité. Or la théorie 
_ générale des petites déformations continues d’une particule nous 
apprend : 1° que la différence 2,— 2, mesure précisément le plus 
_grand glissement relatif G de couthes. parallèles de la particule, les” 
unes devant les autres, ou, ce qui revient au même, la plus forte ineli- 
naison (obliqurté relative ) prise par deux fibres de la particule issues 
d’un même point et rectangulaires primitivement (à l’état naturel), 
Tune de ces fibres étant primitivement normale aux couches parallèles 


dont il-s’agit et l’autre étant prise, dans. l’une des couches, suivant 


@ On trouvera ci-après une Nole sur cette question, à la fin du n° 55 (p. 54). as 
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le sens des glissements; 29 que ces fibres de plus grand glissement 
mutuel (ou mieux changement angulaire) G, sont les deux bissectant, 
dans l’état naturel, les quatre angles droits des deux fibres principales ee 
extrémes (a dilatations 2,, 2.) suivant lesquelles s’exercent, après la 
déformation, les deux pressions (ou plutôt tractions) principales la pus 
grande et la plus petite, P,, P,. | Re 
_ Celles-ci, et la pression principale im die P, (dirigée sul- ine 
vant la troisième fibre principale, normale aux deux autres, et a 
dilatation d3)s admettent, comme on sait,vu la quasi- -incompressibilité — < 
admise ae donne sensiblement d, +2; HE Os les trois formules a. 


(102) Pr Py, Pip + aH nd sr ds) : 


rs ~ 


où p. désigne le He: de rigidité du te Et ces équations (102) ‘ oe 


font Ben voy que, dans le cas de déformations planes où 2,=0. 


et 2=—9d,, la pression principale intermédiaire P, égale, comme 


| Cher an un milieu pulvérulent, la moyenne arithmétique des deux pres-— 
- sions principales extrémes Pus P,, ainsi que la pression wae Ps É 
changée de signe. À 


D'ailleurs, la plus forte composante tangentielle T, de pression, en. di 


_chaque point de toute particule élastique isotrope, est celle que sup- 
porte l’élément plan normal à l’une quelconque des deux fibres à plus - 
grand glissement mutuel (ou changement angulaire) G, et se trouve 
dirigée suivant le sens de l’autre fibre, en faisant un angle de 45° avec 
à * traction maxima P, au même e point. Enfin, sa valeur est 


“Dre RAR RCE TS ET 
ick où He lors de déformations planes produisant l'équilibre 
limite ou état plactiauen on aura done 5 
(104) Bites taka oe T= apa. 


‘Ainsi, dans un solide malléable isotrope soumis à des détortanohes 
planes, l'état de fluidité ou plastique sera caractérisé par une valeur | 
constante 2 pA, que j ‘appellerai K, de la plus forte composante tan- 
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gentielle de pression à l’intérieur de chaque particule, ou, ce qui 
revient au même, par la valeur constante 2K de la différence y existant 
entre les deux pressions principales extrêmes P,, P.. 


55. Or de are expériences de Tresca sur le poinçonnage du 
plomb tendent à montrer qu'il en est approximativement de même, 
dans d’assez larges limites, sans que les déformations restent planes 
ou sans que la troisième dilatation principale à, (intermédiaire entre 
), et 2,) s’annule : K s’y est toujours montré, pour le plomb, plus: ou 
moins voisin de 200" par centimètre carré. 

Pour concevoir la vraisemblance ou, plus exactement, la possibilité 
d’un tel résultat d'observation, il convient d'observer que le rappro- 
Chement des molécules dans les deux sens perpendiculaires à celui de 
la dilatation d,, et non pas seulement dans celui de la plus forte con- 
traction (— 3,), doit naturellement accroitre la cohésion de la parti- 
cule, c’est-à-dire y favoriser la conservation de la contexture actuelle 
ou la tendance de la matière à y revenir (quand elle n’en est que peu 
écartée) et, par conséquent, retarder la production de l’état plastique 
ou faire grandir la limite A d’élasticité. Or voyons quelle est précisé- 
ment la proportion suivant laquelle A devrait croitre ainsi avec (— ds), 
pour maintenir K constant. 

La contraction (—3;), quand elle est Sales se trouve moindre 
que (— d,) et, à plus forte raison, moindre que à, — d,. Quand elle est 
_ négative, ou que à, est positif, à, est moindre que à, et, à plus forte 
_ raison, moindre encore que à, — 2,. Donc le rapport, que j’appellerai e, 

_de(—3,) à 2, — 2, a toujours sa valeur absolue inférieure à l'unité. 
Cela étant, posons 


" (105) \ hr 

Dès lors, l'annulation de la somme 9,+2,+ 9, exprime l'égalité 
de (1— €)d, à (1 + Oe 2, ): et l’on forme aisément la suite de rap- 
ports pees 2 “ 6 


hey. ee he à 


1+E I—é si RUE 
Ann, Be, Norm.y (3), XXXV.— Mans 1918. 10 


à 
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a St LL ys : r 204, 
Il en résulte, pour la deuxième expression (103) de Tn, 7723 et 


l'on a, quand à, atteint la limite A de fluidité, 
(107) : A ER OT EE (EE Se 


‘Done, quand les déformations cessent d’être planes, ou que s'écarté 
de zéro la contraction principale intermédiaire — à,, il faut, pour la 
conservation de l’action déformatrice K de fluidité, que la limite d’élas- 
ticité A grandisse comme le binome 1+e, lui-même croissant avec 


cette contraction intermédiaire (— à,). On voit qu’une telle propor- 


tionnalité approximative de A a 1+e n'avait rien d’impossible, 
puisqu'on avait prévu pour A des variations de mêmes sens que 
pour 1+e (). | 


56. Quelque chose d’analogue doit se produire dans les corps durs 
et cassants, aussi peu déformables que compressibles : parlons-en un 


(1) Les mêmes considérations s’appliqueraient évidemment à une particule pulvéru- 
lente, en faisant alors = mp. La relation (107), doublée, donnerait 


2m À 


Pah ope 


Et il résulterait, d'autre part, de deux formules (102), vu finalement (106) où à, 3 45> 


ameA 
en ee 


Py + P. = — 2p(1+ md) =—2p (1 


En divisant celle-ci par la précédente et appelant 9 l'angle de frottement intérieur, dont 
le sinus est le quotient de P,; — Py par Py+ P,, il vient 


I I-e 
—_— = — — € 
; ; NE sing 2ma ‘ 6 4 
ou bien \ 
Lt ji ae 
fe PRO esate 2 
2mA Sing I+E — 


La constance de sine exige encore, on le voit, que A et ¢ varient dans les mêmes sens, 
comme on a jugé vraisemblable qu'ils font. ,; Eee 
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_ instant, quoique ce soit peut-être en dehors de notre sujet propre, qui 
est la semi-fluidité. On sait que, si la particule rigide considérée est 
Isotrope, et que 9 y désigne la dilatation cubique 3, +,+)., où 
figurent les trois dilatations principales d,, d,, 9» rangées ici par ordre 

de grandeur décroissante, les formules des trois pressions élastiques 
principales correspondantes P,, P,, P, seront, avec les deux coeffi- 
cients usuels d’élasticité de Lamé, À, vu, reconnus sensiblement égaux 
dans les corps durs (verre, acier, etc.), 


(108) Sa a age (Py, Ps, Ps) = 8 + 22. (04,, 92, ds), 


_ Il est assez naturel de penser que la rupture s’y produit, comme les 
 états ébouleux et plastique dans les équilibres-limite des masses ou 
pulvérulentes ou molles, au moment environ où la plus grande dila- 
tation principale à, va y dépasser la limite positive A d’élasticité de la 
particule, et que cette limité elle-même croît quand 2,, 2, sont ou 
deviennent des contractions cubiques de plus en plus. accusées.— 
Toutefois, l’expérience montre, comme l’a remarqué Barre de Saint- 
Venant en plusieurs endroits de ses Ouvrages, que l’on se forme une 
idée approximative, assez juste, de leurs ruptures statiques (amenées 
lentement) par extension, compression longitudinale ou écrasement, 
glissement simple ou cisaillement, et aussi de leurs ruptures analogues — 
par flexion et torsion qui sont réductibles aux modes précédents, 
en y admettant pour à, une même limite A d’élasticité dans tous ces 
cas, sorte de constante spécifique de la particule tant qu’y subsiste la 
contexture actuelle. < : 
Soit d’abord le phénomène de simple extension suivant d,, avec 
_ pressions P,, P, nulles entre fibres longitudinales contigués. Si à désigne 
la dilatation 0» de celles-ci et (— 9’) leur contraction latérale com- 
mune (— à,) ou (—2,), on aura 0 =) + 29’ dans les formules (108); 
et l'annulation de P, ou de P, donnera 


É 9 + ap DA c'est-à-dire PUREICS. Hd Sos 
2 d'où: | ex HS ee À 


% : dort 


NT SP SN ct agi Ty Sea: 
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Après quoi, la traction longitudinale, 


ROR RE 
Peine | (4+ ape 75 )| ay 
devient, par l'élimination de 0’ grace à (109), 


3A+ 2p 
(1109 2 | he Tan 


pd. 


Exprimons-y que, à atteignant la valeur A, P, y égale la résistance & 
des fibres à la rupture (par unité d’aire de leur section droite); et — 


faisons finalement À = y. Nous aurons 


__31+2p 


e 2 : 4 5 
; (111) : (Rupture par extension) A&= ce pa SsRe. | 


: CA ¥; Tee - LA À 
Si, au contraire, la fibre est, longitudinalement, non plus tirée, mais 


pressée, ou que à soit négatif, ce sera alors d’, positif, qui égalera A = 
au moment de l’écrasement ; et (— à) vaudra, d’après (109), le produit 


A+p 
À ne Uo 
sement; et il viendra, d’aprés (110) et (111), 


de A par 2 - Appelons-y alors A’ la résistance (— P,) à cet écra- 


(112) | (Rupture par écrasement) RES x RAR," 


c'est-à-dire le quadruple de la résistance à l'extensiort ( l'isotropie étant 


_ admise). 


Enfin, le cas de rupture par cisaillement ou glissement simple de ds 


couches parallèles (l’une devant l’autre), est celui où, la dilatation 


cubique ® s’annulant, ce qui réduit les forces élastiques (108) du 
corps dur à celles (102) d’un corps malléable sans pression moyennep, 


les fibres longitudinales de notre particule subissent uniquement sur 


: leur section droite, d’après la formule (103), l’action tangentielle — 


Ty = pG = 2pA, amenée par le glissement G (petite obliquité actuelle 


A 


+ 


_ de ces fibres sur leurs sections normales naturelles). L’obliquite G 
dont il s’agit est, en effet, corrélative à une dilatation A d’un systéme _ 


tks Fh + - 
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de lignes matérielles de la particule inclinées à 45° sur ces sections, 
en même temps qu’à une contraction égale (— 2) = A de la famille de 
leurs trajectoires orthogonales, dans le plan du glissement. La résis- 
tance à la rupture, que j’appellerai 8”, n’y est donc autre chose 
que T,, au moment où G atteint la valeur extrême 2A; et l’on a 


(113) (Rupture par cisaillement) MESON Te Ce 


Cette résistance A”, comparée à celle, A, de rupture par extension, 
donne donc le rapport 


(114) | Ra 
à < i a ‘ 

Et, en effet, des fils de fer où l’on avait, par millimètre carré, A= 4o'*, 

ont fourni la résistance au cisaillement 2” = 3245 ('). 


57. La complication devient plus grande pour les particules ductiles 
admettant, dans leurs déformations sous des efforts lentement crois- 
sants, une période étendue d’élasticité impar faite, où leur contexture 
interne se modifie sans cesse et où elles s’écroussent, c’est-à-dire 
accroissent peu à peu leur limite d’élasticité pour le genre d'efforts 
auquel elles sont soumises. Elles les subissent ainsi sans se rompre et en 
cessant peu à peu de couler, pourvu toutefois qu’ils ne grandissent 
que jusqu’à un certain point. C’est dire qu’il existe alors un vaste 
champ de phénoménes où se produit, avec des valeurs de K (ou de T,,) 
trés inégales, la semi-fluidité, la déformation permanente, c'est-à-dire 
non suivie de retour (si ce n’est très incomplet) à une configuration 
antérieure, quand on supprime les efforts. A Pr | 

On sait toutefois, depuis Coulomb et Gerstner, que si, à un moment 
_ quelconque de ces périodes, on compte les déformations à partir de 
. l’état naturel de la particule pour la contexture actuelle ou effective- 
ment existante, d’une part, cette contexture ne cesse pas d’être 


(1) Une note ultérieure (a la fin du n° 78) perméttra de s'expliquer comment le fer, 
sans être cassant,. peut offrir le même rapport qu’un corps cassant, entre ses deux résis- 
tances à la rupture par cisaillement et à la rupture par extension, . Su 
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voisine de l’isotropie, et que, d’autre part, les deux coefficients d’élas- 
ticité A, u se conservent à peu près les mêmes, comme la densité ; 
seules, les limites d’élasticité changent notablement ('). — 


58. Mais revenons aux masses ou pulvérulentes, ou plastiques, et a 
l'équation caractéristique de leur équilibre-limite, qui est, en appe- 
lant o l’angle de frottement des premieres, K la pression tangentielle T,,, 
de fluidité des secondes, 


P,—P, 


P, LP, sing, P,—P,=2 


(115) 


Dans le cas particulier où le plan des deux pressions principales 
extrémes P,, P, est parallèle à un plan coordonné, à celui des æy par 
exemple, ces équations s’expriment aisément au moyen des compo- 
santes ordinaires de pression, N,, N,, N., Tz, T,, Tz, relatives aux axes. 
La première est, d’après (8) (p. 5), | 


(116) (Nz—N,) + 4T? — (Nz+ N,)? sin? =o 
et la seconde, grace à des calculs analogues, 
(arm). ANNE 472 = GK. 


Mais supposons quelconque la direction du plan de P, P,. Alors, 


(1) D'après d’assez nombreuses observations micrographiques, faites sur la structure 
et les déformations lant élastiques que permanentes du cuivre, du fer, dé l'acier et 
d'autres métaux, cetle période d’élasticité imparfaite ou d'écrouissage tiendrait à la dis- 
sémination, dans leur pâte amorphe, d'assez nombreux cristaux microscopiques, dont les 
couches parallèles glisseraient, à densité constante, les unes sur les autres, suivant leurs 
plans de clivage, et d'autant plus, ou avec de fines stries d'autant plus nombreuses, que 
les pressions déformatrices et, par suite, la limite d'élasticité ou l’écrouissage croitraient 
davantage. Un métal où la pâte amorphe ne serait pas mêlée de pareils cristaux, resterait 
_ donc beaucoup plus isotrope et pareil à lui-même, après de lentes déformations perme- 
nentes quelconques : ce qui y entrainerait non seulement la conservation des coefficients 


d’élasticité, qui existe déjà (à fort peu près) dans les métaux précédents, mais aussi 


celle des limites d'élasticité. Tel paraît être notamment le plomb, auquel, par suite, nos 
théories simples exposées ici devront s'appliquer bien mieux qu'au fer et au cuivre... - 
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pour former l’équation exprimant sous forme entière, au moyen des — 
six données N, T, l’état ou ébouleux, ou plastique, on partira de 
l'équation bien connue du troisième degré en P, dont les trois coef- 
ficients, pris alternativement avec signes contraires et avec leurs 
signes, ont les valeurs respectives | 


7 


(118) PE P:+ P,+P;, P.P,;+ P,;P,+ P,P, Pubes; 


et sont d’ailleurs des fonctions entiéres homogénes des premier, second 
et troisième degrés en N,, N,, Nz, T,, T,, TL. Puis, on réduira à une 
fraction unique l’une ou l’autre des deux sommes de trois carrés 


: ; A oe) (pis) + (Ge) + (GEE = 
CNRS RE: P;:+ Py P;+P: pure.) ; 
(Pi P,)?+(P;— P;)?+ (Pi— P3)*, 


fonctions rationnelles et symézriques qui doivent étre exprimables au 
moyen des trois (118); et l’on fera de méme pour les deux sommes 
des produits deux à deux, et pour les deux produits trois à trois, des 
mémes carrés respectifs, au nombre de trois dans chacun des deux cas. 
Alors on pourra (sauf la longueur des calculs) former assez aisément, 
en N,, N,, N,, T,, T,, Tz, les coefficients des deux équations du troi- - 
siéme degré qui ont comme racines soit les trois premiers carrés, soit 
les trois derniers. Il suffira done, finalement, de substituer à lin- 
connue, dans ces deux équations respectives du troisième degré, les 
valeurs sin?9 ou 4K? qui sont, d’après (115), l’un des mêmes carrés. 
Il ne serait, d’ailleurs, pas facile d’utiliser ces équations générales 

_ du troisième degré; et nous n’en ferons ci-après aucun usage. 


‘59. Comme, en outre, l’écoulement des semi-fluides considérés se 
_ fera presque toujours avec des accélérations négligeables, les pressions 
exercées sur chaque élément de volume neutraliseront la pesanteur, 
dont nous appelons ici X, Y, Z les composantes (par unité de volume); 
et l’on aura les trois équations indéfinies d'équilibre 


i 
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A ces équations se joindra, si u, 9, w désignent d’ ne as ee 
composantes actuelles de la vitesse en (x, y, 3), la relation ordinaire — 
de quasi- -incompressibilité ou de conservation des volumes matériels, 


: | 7 dv “eae, 
(121) : das dj. idee . 


Cela fait déjà cing RES indéfinies entre te neuf fonctions i incon- 


nues u, 0, w, NA N,, Nz, T;, T,, Te. Bt il ne reste plus qu'à à en trouver 
encore quatre. 


60. On les formera en essayant de rattacher les déformations effec- 


tives ou totales de chaque particule, Roue en grandeur et jamais 
terminées quoique opérées lentement, à ses presque imperceptibles : 
_ déformations élastiques actuelles, RTE. des six pressions ou 
mieux ensions N, T, et qui distinguent la configuration interne pre- 
sente de la particule de ce qu’elle serait si l’on y supprimait actuelle- 
ment ces six forces. Sa situation mème ne changerait alors que peu, 
“pourvu que son centre de gravité restat en place et que les trois fibres. 
rectangulaires principales actuelles, à dilatations élastiques di» dat des 
y conservassent leurs directions effectives. 

Les six déformations élastiques relatives aux axes coordonnés, 
lesquelles comprennent les dilatations à,, 2,, à, des trois fibres qui 


sont parallèles aux æ, y, z s dans l’état naturel ainsi considéré, et leurs 
glissements relatifs (ou petites obliquités présentes) gy, Sy, SL: Se - 


trouvent, comme on sait, reliées aux sx forces N, T par les Feux for- 
mules FApIGE d'isotropie | 


(122) ( (Nz, N,, Ney sete as a 2) + 2u(dIx, se 3), 
i l (Te, T,, Ts) = (Lx Lys Es, 


qui donnént, notamment, - 7 ke %, 
Te Jp Ves dy => ge 8 g 
21528 ph ee SEC a a Blo. SES 
(23); NN NN cal can aT 


D'autre sat, si l’on appelle à la dilatation élastique de tout AU 
rectiligne matériel de la particule, émané de D y» 5) suivant le sens 


… 


4 


AE FAST 
RESTE 


£ 


RATS 


. d dé a EVA 
UT ee a T CP 


a ny 


Ph: 


PA Ee RE 


4 
22) 2 


~ 


Pal ‘ 
, Te 1, 4 
. / AN: ip x L 
ee ee cts di; édit à ont 


x * 
; 
a m0. 
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dont les cosinus directeurs (actuels, par exemple) sont a, B, y,on a È 
aussi la formule connue 


| (124) a es eae pa dey? + ge By + gyva + e208. 


- Enfin, la vitesse biigelive ou totale D avec laquelle s’écar tent, durant 


Pinstant dt, les deux extrémités matérielles de cette fibre ou élément 
rectiligne, est, comme on le sait aussi, 


dz Ÿ =a 


(+ Fee ne ahi a a 
esas y D AE yo + a ces af. 


Cela posé, il és naturel d'admettre que, des diverses fibres émanant 


(128) D att Sec eee 2 


- ducentre de gravité de notre particule tsotrope, les plus étendues eélasti- 
_ quement sont aussi celles qu s allongent actuellement le plus vite; en 


sorte qu'il y ait proportionnalité, quels que soient «, 8, y, du sexti- 


nome D, ou (125), au sextinome 9d, ou (124). Or, si l’on fait successi- 


re vement les doubles hypothéses Ch 105: CY, a NCA 0, il 


STR) enemies 


vient ainsi i trois FRAME égaux à 


\ 


1 du 1 dp 1 dw 
De den Ody Oz dE 


: : - Fe = 3 a. ; | a ; | es 3 = ; = D É 
_ Cela permet de faire abstraction désormais, dans le rapport +; des 
trois premiers termes des sextinomes. Après quoi, lepaalaiion alter- 


native d’un seul des trois cosinus «, B, y donne à son fou, pour le 
| rapport constant, les trois nouvelles expressions 


RES do _dw\ 1 /dw re : Fe 
ee ae Re Ta} Ar Big FA dy dx) 


Mais dès lors, des six rapports égaux (126), (129), on peut extraire 


_ les cing suivants : 


Do us du de dw dw du du | de 
pe ay Sodas de ay, dr 


: Fe d : 


ae Sy ga 


Te et il mate de substituer HERE ceux- ci, ‘aux dénominateurs, les déno- 


Ann, fe “Worm. (3), XXXT. = Mans que Snee > Le" ur 


82 J. BOUSSINESQ. 


minateurs proportionnels des cinq fractions (123), pour obtenir, entre 


les vitesses w, », w et les forces N, T inconnues, les quatre équations 


indéfinies du problème qui manquaient encore : 


dv. dw dw. du dy. dw dw,. du + du | dev 
dy. de dé dr. di dy | de de Hyde 
UD) NE NE ONF NI dat | eee CAT 
C’est Barré de Saint-Venant qui a posé le premier ces relations 
remarquables. Il y arrivait en admettant que la pression exercée sur 
chaque élément plan matériel, dans le corps plastique en train de se 
déformer, a sa composante tangentielle suivant la direction même où 
glissent actuellement, sur cet élément plan, les couches contigues qui 
lui sont parallèles ('). : 
La proportionnalité admise chez les diverses fibres matérielles éma- 
nant d’un méme point, entre leurs vitesses presentes de dilatation et 
leurs petites dilatations élastiques actuelles, entraîne non seulement 
les égalités (128) et (129) de rapports, mais aussi, évidemment, la 
coincidence, dans l’espace, des trois directions rectangulaires princt- 


pales, tant pour les déformations élastiques que pour les pressions et : 


pour les vitesses de déformation. Il y aura done, en particulier, conti- 
nuité de l’état physique et des pressions, dans les couches minces 


séparant la matière pulvérulente ou plastique devenue semi-fluide, de — 


celle qui ne serait déformée qu élastiquement. 


(1) Si, l'équation caractéristique (115) continuant à subsister, on n’admettait pas, dans 
le cas d'un corps plastique, la conservation des volumes semi-fluides, d'une part, les 
trois premières (122), d'autre part, les six rapports égaux (126) el (127), permettraient de 
compléter, respectivement, les proportions (123) et (128) par les sixièmes rapports 

du ss dy dw 
detdy +d. . oo &__ + Weds 
2 Oe +0505. 
ro (Nz +- Ny + Nz) 
Ii s’adjoindrait done à la proportion (129) le nouveau membre 
| ; du dv  dw 
dv * dy  d 

2p. 

3\ +2 He 


(12) bis) 
(Nz+ Ny+ Nz) 


L’équation (121) correspond au cas limile 3\+ au =<, 
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61. Outre les équations indéfinies, il y aura des conditions définies, 
c’est-à-dire spéciales à la surface des corps. Elles consisteront : 1° pour 
les points où la pression extérieure sera connue, à égaler les compo- 
‘santes respectives des forces que supporteront les deux faces dune | 
couche superficielle ; 2° contre une paroi fixe où glissera la matière 
semi-fluide, à y supposer la vitesse de même sens que la composante 
tangentielle de la poussée exercée sur l'élément de paroi contigu, et à 
égaler à à un coefficient constant, censé connu, de frottement extérieur, 
le rapport de cette composante tangentielle à la composante normale — 
de la poussée; 3° pour les autres points, à s’y donner, à chaque 
époque, les petites composantes w, », æ de la vitesse. Ces derniers 
seront notamment les points d’ application des organes rigides opérant 
la déformation ou le pétrissage d’une matière plastique (tels qu'un 
"piston ou un poincon qui refouleraient cette matiére, les tenailles ou 
 l’étau qui l’étireraient, etc.). 

On remarquera l'absolue nécessité de ces troisièmes conditions pour 
- le calcul des grandeurs absolues de 4, v, w et des déplacements; car 
les équations indéfinies (121) et (129), homogènes par rapport 
à u, , æ ou plutôt à leurs dérivées premieres en æ, y, 3, sont propres 
à déterminer tout au plus les rapports mutuels de ces composantes de 


_ vitesse entre elles ou aux divers. points de la masse. 


Enfin, le corps reste généralement à l’état stable, ou de contexture 
_ persistante, dans une région plus ou moins grande. On obtient équa- 
tion de la surface variable qui sépare cette région de celle de semi- 
- fluidité, en exprimant que la limite d’élasticité A commence précisé- 
ment à y être atteinte, ou qu “elle P est presque un peu à côté, là où la 
matière ne coule pas. 

Il faut remarquer, en effet, que les déformations soit ie 


_ soit élastiques varient, comme je viens de le dire (p. 82), avec conti- 


nuité dans toute |’ étendue du corps, dont Fétat se transforme graduel- | 
- lement d’un point aux points voisins (pourvu qu’il n’y ait pas rupture): 
seulement, les secondes sont insensibles ou peu s’en faut, tandis que — 
les premières, à raison de leur durée indéfinie, peuvent dépasser des 
limites quelconques. On voit d’ailleurs que nous continuons à sup- 
poser négligeable, dans nos corps plastiques (n° 54), la région 


\ 
‘ 


Dern eee, si étendue” chez certains métaux, où la matière, à 


o 
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l’état d’élasticité imparfaite, serait en voie ou de s’écrouir ou de 


s’énerver, c’est-à-dire de modifier ses limites d’élasticité incessamment 


atteintes, 


LA 


62. On peut voir dans un Mémoire de Barré de Saint-Venant, au 
Tome de 1871 (2° série, t. XVI) du Journal de Mathématiques pures et 
appliquées (*), comment les formules ci-dessus conduisent aisément 
aux lois de la torsion d'un cylindre circulaire et à celles de la flexion 
égale d’un prisme, quand les déformations dépassent les limites d’élas- 
ticité. D’autres travaux du même éminent ingénieur et académicien, 
insérés dans les Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
ont traité : 1° un cas particulier très remarquable de déformations 
planes, savoir (t. LXXIV, 15 avril 1872) celui d’un anneau cylindrique 


dont les fibres parallèles à l’axe s’écartent de cet axe, symétriquement : 


tout autour, en conservant leur parallélisme et leur hauteur; 2° encore 


la torsion d’un cylindre cireulaire (t. LXXIII, 20 novembre 1871), avec 


calcul de la détorsion qui se produira si l’on abandonne finalement à 
- Jui-même le cylindre tordu (?). 


Je publiai vers la même époque, en y employant, dans le plan des xy 


(plan de déformation), les coordonnées curyilignes orthogonales 
définies par les deux familles de cylindres tsostatiques (ou plutôt 
orthostatiques) auxquels donnent lieu les déformations planes d’une 
matière semi-fluide, de poids négligeable, à équilibre-limite caractérisé 
par une relation finie de la forme f(P,, P,) = 0, une série de travaux, 
mettant en vue d’intéressantes propriétés de ces cylindres (*), ainsi 


(1) Complément aux Mémoires du 7 mars 1870, de M. de Saint-Venant, et du 
12 Juin 1870, de M. Lévy, sur les équations différentielles indéfinies du mouvement inté- 
rieur des solides ductiles : équations définies ou relatives aux limites de ces corps; appli- 
cations ; par M. de Saint-Venant. (Voir, pour la torsion et la flexion égale, les n°° 42 et 13 
de ce Mémoire.) | 

(?) Ce dernier calcul me semble néanmoins devoir être complété, à raison de ce qu'il 
n'y est pas tenu compte de l’élat de tension élastique maximum des couches semi-fluides 
ou en équilibre-limite. 

(3) Mémes Comptes rendus : t. LXXIV, 22 et 29 janvier 1872, p, 242 et 318; t. LXXVII, 
22 septembre 1873, p. 667; t. LXXVIII, 16 et 23 mars 1874, p 797 et 58634. LAXK. 
1 el 15 mars 1875, p. 546 et 623. Les intégrations n’y aboutissent (en série de solutions 
simples à termes de forme trigonométrique et exponentielle ou logarithmique) qu'à la 


Æ condition de renverser le problème, c'est-à-dire de se donner comme variables indépen- 
 dantes, par exemple, la pression principale minimum avec son, azimut, qui définissent 
chaque état physique, et, comme fonctions, les deux coordonnées +, y du sun où se . 


= 
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_ qu’une équation aux dérivées partielles du second ordre, analogue à 
celle des cordes vibrantes, mais à coefficient variable (=) FR 
en elle les équations (121) et (129) ci- dessus, pour les ou. 
planes. 

Malgré la simplicité au moins apparente de ces équations, presque 
toutes ee ou au plus trinomes, et souvent intégrables, il n’en a 
été üré jusqu’i ici aucun résultat pratique (?) : aussi me contenterai-je 
de renvoyer le lecteur qui désirerait en pousser plus loin l'étude aux 
endroits. pote des Comptes rendus. - 


Ix. Er Application aux corps plastiques : lois approchées de Tresca 
sur le poinçonnage et l'écoulement des solides. 

63. Je me contenterai ici de démontrer, dans la mesure où il 
semble possible de le faire, les formules par lesquelles Tresca a essayé 
de représenter les résultats de ses nombreuses expériences de poin- 
 Gonnage sur les métaux et principalement sur le plomb. 

Dans une premiére catégorie d'observations, le bloc qu'il s'agissait 


x 


de poinçonner, à surface tant superieure que latérale libre de toute 


pression (sauf le fragment de la première partie occupé par la base du 


UNS consistait en un cylindre circulaire plein, de rayon donné Fi 


trouve réalisé l'état physique dent il s’agit. - 
(1) Comptes rendus, t. LXXIV, 12 février 1872, p.- 48, 


(2) Toutefois, les deux dernières Notes citées (des 1° et 15 mars 1875) concernent une à 


“question d'un caractère sinon pratique, du moins assez concret, mais que j’ai reprise peu 
- après, à la fin de mon Mémoire de l’Académie de Belgique, par l'emploi des simples coor- 


données polaires. C'est le problème, dont il a été parlé plus haut (n° 42 et 43), de l'état 


- ébouleux produit dans langle dièdre de deux plans rigides, mobiles autour de leur inter- 
section. La formule (99) ci-dessus (n° 43), qui s'intègre en prenant la coordonnée 6 pour 


~ 


fonction inconnue et l’azimut relatif 4 — 0 de la pression la plus faible comme variable 


ie donne bien un exemple de ce renversement des rôles naturels signalé à 
l’avant-dernière Notes, ee il s’agit d’ HU les Squations Ao ce Bree d’ équilibres- 
au : , 


BG. : SRE ETES “BOUSSINESO. 


posé sur un large plateau horizontal, rigide. et ‘poli. “Celui- à 
KT souvent percé, sur toute son épaisseur, d’un orifice circulaire 
vertical, dont l'axe coincidait avec le prolongement inférieur de | 
: = du bloc, que nous prendrons pour axe des 3. Enfin, le po con 
; au-dessus, rigide et poli comme le plateau, était constitué pa 
Peay -cylindre circulaire de méme axe que le bloc, et d'un LL d 
à peu près égal à celui de l’orifice. 8 Ra DEL 
LS Fs on Sore La Ne de dae H fea Dr à poinçonner 


nr ins ne de poinconnage, la région Supérieure! de bibe: dans : 
Be tn hy  contactavectde/poinçen:et devenue semi-fluide sous une 
1 EE notable, se déformat comme si le plateau, relativement 5 
D toute cette région, était continu ou sans orifice, les couches 
_tales de cette région supérieure s ‘aplatissant, dan l 
_ directement sous le poinçon, ét s'y dilatantun 
: ee. largeur, sans cesser d’être horizontales, ot 
 contractant en hauteur, mais grossissant 
latéraux, sans ee ser d’ ètre verticales; et r 
tout l’espace entouré par le 
Sa rale cylindrique du poinçon a ti | 
Quant aux parties des mêmes couches al 
Ae bloc, situées actuellement {durant PARA hors 

_gement inférieur de la surface latérale du p incor 

distances r à l'axe des = -excédent Ry, nous imagine: 
à Hefiament D à ue RAS 7, et 


te 


de Raat semeuvent, ine points au NN ss 
chaque point r, 2) de l'espace. Comme ces | 
NE aie Fi pene aucune atetlon ou re 


rane anneaux RH conaxiques; 
lerepur horizontale dr et de hauteur ne 


Pony 2 4 à - & 


Fe 
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dissant d’ autant leur rayon, s’allongent et se tendent en provoquant 
sur leurs sections méridiennes dr ds une traction normale, que nous 
appellerons N, par unité d’aire, de signe généralement contraire à la 
pression proprement dite, — N,, s’exercant (aussi par unité d’aire) 
sur la face verticale interne ou concave 27r dz de chaque anneau. 


64. Le difficile At d'établir la transition entre le cylindre central 
ou axial, censé uniformément soumis à l'écrasement, et la partie 


_ annulaïre du bloc, dilatée sans doute par la partie ( centrale, comme on 
le suppose, mais ayant aussi chacune de ses couches horizontales 
entrainée vers le bas par leurs parties centrales qui s’abatssent, et 


soumise par conséquent, sur sa tranche ou face concave 27R, dz, à 


| une action verticale tan gentielle, négligée ici. Pour éluder la dificalte’s 


du moins quant au chine central, Tresca imagine (implicitement) 
le bloc déja divisé en ces deux parties, axiale et rule qu’il conçoit 


. susceptibles de glisser, l’une sur l’autre, sans frottement mutuel dans le 
sens vertical, et se transmettant seulement pression et vitesse normales 
_actuelles à travers leur surface cylindrique commune. D'ailleurs, la 


matière du cylindre central sortant, à chaque instant, à travers le pro- 


ea longement inférieur de la surface latérale du poincon, est censée 
_ aussitôt incorporée à la partie annulaire, de manière à assurer la fixité, 
en projection horizontale, de la AS SPACE des deux blocs - 


partiels. 
La difficulté paraissant insoluble, : à raison des impossibles calculs 
qu ‘’aménerait sans doute la mise en compte des vraies actions tangen- 


_ tielles exercées à travers cette frontière, acceptons l’hypothese de 
 catrice d’une pareille division en deux blocs partiels sans frottement 


Pun sur I’ autre, sons P alteration prorends qu ‘elle sprorte au ES 


blème. 


Dès lors, sous le poincon, ou pour r<Rys la pression. d’ écrase- 


ment P, du poinçon provoquera, sur tous les éléments plans verticaux 

_ de chaque couche horizontale semi-fluide, une pression uniforme P, 

- horizontale aussi, et évidemment inférieure à P, de la constante de 
_ fluidité 2K. Or cette pression P,, ainsi transmise à la face concave 


verticale 27R, dz des couches horizontales extérieures, va comprimer 


horizontalement, pour ees Ro, les anneaux élémentaires successifs, à 


RE RE TEE 2 \ 
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rayons r de plus en plus grands, de ces mêmes couches. Pour un 
tronçon d’anneau, de longueur interne.r dw, compris entre deux plans 
méridiens voisins à azimuts respectifs w, w + dw, et ayant comme 
section normale, suivant son plan de symétrie vertical mené par l'axe 


des =, un rectangle dr ds, les trois pressions (ou plutôt tensions) prin- 


cipales seront sensiblement, en un point (r, z) de cette section nor- 
male, N, suivant dr, N, suivant dz, enfin N, suivant la normale au plan 
de symétrie, avec N, négatif, N, généralement positif et N, à peu près 
nul. La différence 2K des deux forces principales extrêmes sera donc, 
ici, No — De : >: 


# 


65. Cela posé, le même troneon ou élément de volume, r dw dr dz, 
est ainsi soumis presque uniquement, sur ses faces, à quatre forces _ 


normales, s’exerçant, deux, dans son plan de symétrie et suivant dr, 
savoir. 


(130) — N,r do dz (sur sa face interne ou concave), 


d.rN, 
di: 


(131) (rN ar) de) dz (sur sa face externe ou convexe); 


mais, les deux autres, N, dr dz, de valeur pareille, suivant deux nor- 
males extérieures aux deux faces planes dr dz qui font l’angle = dw de 
part et d’autre du plan méridien de symétrie. Or la résultante de ces 
dernières est visiblement dirigée aussi suivant dr, dans le plan de 
symétrie, et vaut | 
(132) adr ds Ny cos (= + À) =—N, dr dz do. 

Enfin, les trois forces (130), (131), (132) s’exerçant suivant le 
même rayon 7, la condition de leur équilibre est que leur somme algé- 
brique soit nulle; ce qui donne 


(133) Bone eas ou ANr _ No—N, _ 2K 


dr dP pee Seas Nr 


UE > NP, + 2K log 


LAC the LEE ONE Tee 
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Multiplions par dr et intégrons à partir de la limite inférieure 


| ee gag! Nu pit P,+ 2K. 
Il vient 


sr Pao kK (1+ log me) 

La poussée déformatrice exercée par le poinçon augmentera, natu- 
rellement, j jusqu'à ce que l’état semi-fluide ait atteint TRE R 
où la pression (— N,) s’annule sur la surface latérale. Supposons que 
l’observation ait lieu à ce moment, où la poussée déformatrice devient 
constante. Alors la formule (134) s s’applique même pour r=R,, et le 
troisième membre de (134) s’y annule. On aura ainsi la pression P, 
(par unité d’aire) de la base du poincon, qui est capable d’opérer le 
poinçonnage du bloc. Et la charge totale, ou force F= TR, Les qu’il 
faudra eee maar cela au por ‘sera, par suite, 


Gas) « (surface her. libre) F=2KrR? (: + log X) : 
| | | : 
Telle est la premiére formule donnée par Tresca, comme résumant 
toute une série de ses expériences, et à laquelle il est parvenu au 
moyen d'évaluations de travaux assez obscures ou difficilement intel- 


-ligibles. 5 = 


66. Essayons maintenant de nous former une idée approchée des 


_ déformations, que nous supposerons très petites, subies par les mêmes 


anneaux, en nous bornant d’ailleurs au cas simple d’un plateau con- 
_tinu infiniment poli, z =o, et d’un bloc d’assez faible hauteur H pour 


devenir, presque dès le début,-semi- fluide dans sa totalité. 


_ Alors, sous le poinçon, où la contraction en hauteur sera partout 
pareille et la dilatation latérale, uniforme en longueur et en largeur, 
le principe de la conservation des volumes donnera éidemment une 
~ dilatation linéaire, suivant les rayons r, moitié de la contraction verti- 
cale. Si « désigne le petit abaissement donné du poinçon jusqu'à une 


_époque quelconque #, ou i cette contraction, la dilatation linéaire 


FE Ann. Ee, Norm., (3), XXXV. — Mars 1918. NV pe > re 


_ 4 : & 


EAU 


at 
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correspondante du rayon du cylindre central, qui était primitive- 


a : ? | EU ar Re 
ment R,, sera done a et il en résultera, pour le petit accroissement 


: aR Pele aR. Ares 
qu’aura subi ce rayon, =: C'est l'expression des parcours, vus en 


projection horizontale dans leurs plans méridiens respectifs, le long 
desquels aura été refoulée par le cylindre central la face verticale 
ou concave de l'anneau le plus extérieur de chaque couche, celui dont 
_la distance à l’axe était r= R,. | RP 
Pour chaque point matériel (7, =) des anneaux considérés, où 7,3 
seront ict les coordonnées primitives (distances initiales, r, à l’axe et, 2) 
au plateau), variables indépendantes caractérisant ou définissant, à 4 
toute époque, ce point mobile, nous appellerons, d’une part, ô, le petit 
déplacement horizontal, accroissement de la distance à l'axe, d'autre 
part, 0’, le petit déplacement vertical (accroissement de l’ordonnée =), — 
déplacements se produisant tous les deux dans le plan méridien 
prunitife Ve pra EN ARS sO AUS 
. Les trois petites dilatations éprouvéés par la matière d'un anneau 
quelconque, suivant la verticale 43, suivant le prolongement dr du 
rayon r et suivant un élément rdw de longueur de l’anneau, seront 


respectivement. F > 

| de. à A0 ay Ô 
; ds’ dr TR AWS 
cette dernière s’obtenant par la comparaison de la longueur actuelle 
: Ny % ‘ 4 "RS à 
ae FAX 2r(r + 6) de l'anneau à sa longueur primitive 277. | 
RE Les deux inconnues à et à’ se détermineront : en premier lieu, par 
EST les deux conditions définies, l’une, déjà obtenue ci-dessus, l’autre, 
th .. évidente, SU | 
“JTE TS RO TD EN ee aR © - Renee A 
% spake eo (ISG). > a (POURY Ky). ce Gr our =O) od RE ; 


en deuxième lieu, par l'équation indéfinie (121) et parle système de - 
proportions (129). | | Br 
… Formons celui-ci, pour le point (r, +), en imaginant, par exemple, | : 
oe un axe des & parallèle à l'arc élémentaire rdw, qui pourra dès lors 
A s'appeler dx, et un axe des y parallèle au prolongement dr durayonr, 


£4. eee CU, — See . 7 ne or ee ET CT -e 
NS AT 
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prolongement s’'y-confondant avec dy; et observons d’ailleurs que, 
pour toutes les fibres matérielles émanées d’un même point, leurs 
petites vitesses simultanées de dilatation et de glissement mutuel sont, 
à chaque instant, proportionnelles aux minimes dilatations et glisse- 
ments totaux depuis le début: ce qui permet de remplacer, dans toutes 
ces équations qui sont homogènes, les vitesses de déformation par les 
déformations mêmes. En raison de la parité des phénomènes tout 
autour de l'axe des z, les relations indiquées (121) et (129) se rédui- 
ront, en (7, =), aux trois suivantes, seules distinctes : _ 


do! ado a0 1 dro. 


= — + = — 
3 dr ie r dr’ 


(137) gE eee And. dd 6. as add! 
HE | æ CRT CEE dr 
NN AT ANS aN te as 


ot le dénominateur zéro du dernier membre tient 2 Vhypothése T,,= o 
qu'on a faite, c’est-à-dire à la qualité de pression principale attribuée 
here Neb, par Suite, EN) 2 


2 OF Cette hypothèse simplificatrice, qui nous a déjà conduits à 
admettre la division du bloc poinçonné en un cylindre central de 


rayon R, et un bloc partiel annulaire, susceptibles de glisser verticale- 


ment sans frottement l’un contre l’autre, offre donc aussi l’incon- 
vénient de donner, pour le bloc annulaire, trois équations indéfinies 
distinctes entre deux inconnues seulement, à et ’; ce qui va nous 
obliger à sacrifier quelque chose des données du problème et à intro- 
duire ainsi de nouvelles hypothèses, pour rendre compatibles ces 
équations. En vue de ne rien compliquer, renonçons à sauvegarder la 
liberté complete de la surface supérieure, en nous permettant d’intro- . 


(2) On n’a pas à s’occuper des deux dernières équations (137) pour le cylindre cen- 
tral, qui les vérifie identiquement par le fait même de son écrasement uniforme dans le 
sens vertical, avec parité d’expansion latérale en longueur et largeur. Car, 6 s’y trouvant 
proportionnel à r et indépendant de z, 6 indépendant de r, enfin N4 égal à N,, les deux 


2 : : 2 Re re to) 
premiers membres sont identiques et le troisième a la forme ae 
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duire des pressions verticales N,, les mêmes sur toutes les couches, 
c’est-à-dire indépendantes de z, afin qu’elles se fassent exactement 
équilibre sur les deux bases de tout anneau élémentaire et ne modi- 
fient ni n’ajoutent rien aux deux équations indéfinies (133) existant 
entre les pressions. Toutefois, gardons l'essentiel de cette liberté de la 
surface supérieure, en nous imposant l'annulation moyenne de ces 
pressions N, sur toute la surface, c’est-à-dire la condition 


Ri: rR 
(138) 27 N.rdr=o, ou cf Nr? =o: 


Ro 


Enfin, pour continuer à n’introduire ni glissements, ni, par suite, 
composantes tangentielles T,, T, ou T,, astreignons les dilatations 


! 


: do, Ya Ca à 
verticales = à recevoir partout une valeur constante + ('), ce qui, 


vu la seconde condition définie (136), donnera 


(139) 0 =e 


El à 


Alors, les déplacements à ne dépendant d’ailleurs que de r, le 
dernier membre de (137) prendra la forme =; et il ne restera, 
d’après (137), pour déterminer à et N, en fonction de r, que deux 
équations indéfinies. La première sera 

To ee 


aie SH 
et, avec la premiére (136), elle donnera 


Fo ha ty c 
(140) PART As TES 


La seconde est une proportion, que l’on simplifiera en y remplaçant le 
deuxième rapport par un nouveau, résultant de l'addition, haut et bas, 
a 


(1) On pourrait d'abord supposer seulement 6’ et c indépendants de r. On obtiendrait 
alors l'équation (144) ci-après, qui implique la constance de c. 


J pr 


x 
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des termes de cette proportion. I] vient ainsi, vu la valeur 2K 
de No — N,, 


COS ak (TF — a)=t. NT 5); 


_N, y est donné par la première formule (134), qui, en SMM Pe de 


(142) es Nr= Klog pe 


| 


manière à faire annuler N,. pourr=R,, devient | 


Substituons de plus à 6, dans (141), sa valeur (140); puis résolvons 
par rapport à N.. Il viendra la formule de cette pression normale, à 
exercer sur la base s supérieure, ze 


Re, Fra 36 r2 \ 
(143) N.=K (: of me ree POE 3 


Enfin, la constante c s’y déterminera par la condition (138). Or, on 


trouve, grâce à une intégration par partres, comme valeur du premier 
PRDre de la seconde (133), 


| r? : 
K[(R—R3) + (loge — 7°) Pa 2k? 


=K( acre — Re i) 
on apie ORI à 


etil résulte, ges son annulation, 


3c < RS Rj 


(144) ae R-R Ca 


Après quoi, la formule (143) de N; devient complètement explicite : 


Er. ET R? : 
"ae age tre he Re ER) 


68. Retranchons-en | fk valeur Ge) Ae N, et nous aurons, pour la 


LA" Ul 
' 
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différence N, — N,, Beat 

Rote gs Bo AR 
(146) NN =K (1+ RER: ? 


expression qui décroit quand r grandit; car le logarithme qui y figure 


est visiblement négatif. Sa plus grande valeur correspond done — 


a r=R, et sa plus petite valeur, à r =R,. Si, pour abréger, on. 
‘appelle 1 + y le quotient, supérieur à l’unité, de R; par Rj, ces deux 
valeurs extrêmes de la différence N, — N; seront ns | 
k[1— 8+?) K[ Se 


~ 


(147) 
log(i-+v) ÿi+vlog(i+v) 

. à. 5 PAU à AR y AN er < : 
limite inférieure vy =o, valent l’unité. Leurs dérivées premières en v 
ont le signe des expressions 


Considérons:y les deux fractions »qui,ala — 


(48) y(t y)log(in +»), v—vlog TES —log(+5) 


+ à 


oY 


qui figurent à leurs numérateurs respectifs et qui s’annulent Nat 


pour v =o. Mais les propres dérivées de (148) sont 


(49) Hogs yy, EE. 
La premiére est négative et, par suite, la premiére expression (148) 
l'est aussi, pour v > 0. Or, de là, il résulte que la seconde (149) et 
puis la seconde (148) le sont également. Donc les fractions consi- 
dérées Se ee ; ty an it | 

ARR Jog(iæ+v) Vi+vlog(t+v) 
y ; v 


~ 


= décroissent constamment, à partir de leur valeur initiale 1, quand y 


grandit à partir de zéro; et comme elles restent visiblement positives, 
les deux expressions (147) sont toujours comprises entre zéro etK. 


Ainsi, la différence N, — N, n’atteint jamais la valeur absolue 2K qui * 
pourrait seule lui permettre de se substituer a N,, — N, comme plus : 


- 


bk) in RC: cet dés MS à 
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grande différence éntre forces principales, et, par suite, rendre dou- 
teuse l'équation N, — N,= 2K admise à la base der nos calculs. 


69. La valeur (145) de N, a, comme oe par rapport a 7°, le 
produit sy 

KR?" RE R? He KR? Vr+yvlog(i+y) 
Rigo) foe Ri — py 08 a) = R? fu MS ONE =}, 
dont le signe est celui de son facteur binome, Has EE comme on 
voit, 4 S 


de: fees | eee) > Vit vlog(: +») 
| v ue, 


(pour r allant de R, a R,), et, par conséquent, toujours positif Cette 
dérivée étant ainsi positive, N, grandit depuis r =R, jusqu'à r —R,, 
en prenant aux deux limites les valeurs respectives 


(Ro K [1 tog rs — S801, Kf ee 


y y 


La seconde est comprise entre zéro et K. Quant à la première, qui 
est nulle pour y —0, sa dérivée en v a le signe de 


ISLE vp HUE 3) 


expression nulle pour v=o et dont la PURE dérivée a le signe du 


facteur | 

—v + log(1+ v), 
encore nul pour y = 0, mais évidemment décroissant et négatif (car 
sa dérivée a le signe de — y). Par conséquent, la BoM ese expression 
(151), négative, se trouve bien avoir signe contraire à la seconde; et 


la force N, est une pression proprement dite près du cylindre central, 
une traction pres du bord exterieur r=R,. 


Telles sont donc les actions verticales N, qui rendent possible da 
conservation de la forme plane, x chaque couche horizontale de la 


partie annulaire du bloc. Par suite, la liberté complete de la surface 
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supérieure autour du poincon, parla suppression des poussées (— N,) 
que nous y supposons ainsi exercées autour du cylindre central, et des 
tractions équivalentes N, près du contour, entrainerait un soulèvement 
de la première région et un abaissement de la seconde, ou rendrait 
comme tronconique, avec pente en dehors, cette surface supérieure 
annulaire. 

Si la pente que prendrait la surface supérieure rendue ainsi libre se 
trouve dirigée vers le dehors, c’est en conséquence de notre hypothèse 
d’un cylindre central sans action tangentielle sur la partie annulaire. Le 
sens en est effectivement renversé par l'entrainement qu’exerce sur 
celle-ci, de haut en bas, le cylindre central. 


70. Tirons enfin de l'équation (144), écrite 


4 
(152) aoe EY (où v= Rt 1); 


la valeur de la constante c à introduire dans les expressions (139) 
et (140) des déplacements vertical et horizontal 2, à. Il vient 


pis — log(1+ v) y —log(i+v) as 
55) a 3y+log(i+v) ~ 3»+log(i +) H’ 

ee sa | 3v Ro log(i+v) or 

~ 2H {3%+log(i+v) r 3v +log(i+v) Ro] 


Les couches horizontales s’abaissent; car on voit que 2’ est négatif. 
En appelant «’l’abaissement de la surface supérieure annulaire, valeur 


N . Q , 
de (— 2’) pour s =H, nous aurons, aux limites respectives r= R,, 


r=R,, = H, vu la valeur V1 + y du rapport at, 
se é | 
__ 2Ro — & 3v+V1+vlog(i+v) 
az b= : 
(154) ï Vit»  3v+log(i+v) 


Se hBGEN) TS lo) on 
3Y+log(1+v)  °3v+log(i+v) Ry 


Le volume, 
m(R}— Rijæ ou rR?(—1+VT+%)a!, 


1 
s'. RE 


ad 
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de la matière appartenant à la partie annulaire primitive et refoulée 
au-dessous du niveau final de sa surface supérieure, égale bien l’excé- 
dent de l'anneau total 2TR,0,H sorti par la surface latérale primi- 
tive 27 R,H, sur celui, 27R,6,H, qui est sorti du cylindre central. Car 
on a, d'après la seconde (154), 


Rid y= Ro VTE log (n+ v) 

a Re DES Rod, 3v+log(i1+v) ? 
d’où | ai 

am H(R,8;— Ryd,) = 26H Ryd) Oe) ee 


Or, ici, le second membre est identiquement — 


TR? =a =e Vel +) a’,. 


en raison de la derniére valeur (154) de a’. 
_ Remarquons, sur la troisième formule (154), la petitesse de l’abais- 
sement de surface, «’, de la partie annulaire, par rapport à celui, «, de 


» 


Ja partie centrale. Par exemple, dans le cas simple R,x=2R,,ouv=15, 


le logarithme népérien de 16 valant 2,7726, «’ n’est environ que les 
58 millièmes dea. : a | 


a 


71. Tresca a contrôlé, pour le plomb, la formule (135) en mesurant 


directement R,, R, et F dans chaque observation. Et, dans ses deux 


_ dernières séries d'expériences, faites avec un soin particulier, il a 
obtenu des valeurs de K comprises entre rgo** et 2118 par centimètre 


carré; ce qui donne K— 200" en moyenne, avec écarts possibles 
d’un vingtième environ en plus ou en moins (‘). 
Mais il a opéré aussi le poinconnage d’autres blocs cylindriques 


massifs et épais, en enchassant ces blocs dans un cylindre creux rigide, 


t 


(1) Poir le Tableau de la page 191 du Mémoire sur le poinconnage des métaux, par 


HH. Taesca, au Tome XX (1872) du Recueil des Savants étrangers de l'Académie des 


Sciences de Paris : la partie théorique, où sont considérées les forces en jeu, comprend 


. les pages 160 à 222 du Mémoire. 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXV. — Avr 1918. reas 13 
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poli, d’un rayon intérieur égal à leur propre rayon Ry, et limité infé 
rieurement par le même plateau rigide avec ou sans orifice central. 

L'expansion de la matière semi-fluide ne pouvait done se faire que 
par refluement au-dessus de. la surface supérieure annulaire, du moins 
dans cette première phase du phénomène où les parties inférieures du 
bloc ne sont pas encore atteintes par la déformation permanente (et 
même toajours quand il n’y a pas d’orifice inférieur), — RSS 

Voyons comment nous pourrons, au prix d’hypothéses simplifica- 
trices analogues à celles du cas précédent, mais encore plus larges 
peut-être, aborder par la théorie cette catégorie de faits, 


72. Et d’abord, nous continuerons à admettre la division spontanée 
de la matière devenue semi-fluide (sous une épaisseur notable) en un 
cylindre central, de rayon R,, écrasé uniformément par le poincon, et 
un cylindre annulaire de pareille hauteur, glissant sans frottement 
sur lui (dans le sens vertical) et dont il refoule encore horizontale- 
ment, suivant les rayons r, la face concave de rayon R,. Le cylindre 
central presse donc cette face concave, de contour 27R,, encore avec 
une force normale P, = P,— 2K (par unité d’aire), contre les anneaux 


élémentaires extérieurs 27R, drdz des couches annulaires, de hauteur 


actuelle dz à l’époque ¢. 

Sous cette pression, les anneaux successifs 277 dr ds, à rayons inté- 
rieurs r compris entre R, et R,, éprouvent durant un temps assez 
court, dans tous leurs points matériels, un petit déplacement hori- 
zontal positif à, suivant les rayons 7. Or ce déplacement, fonction de r 
et qui porte de 2tr à 27(7 + 2) la longueur de leur face concave ou 
interne, imprime ainsi à un arc élémentaire rdw du contour de cette 


face la petite dilatation 4 en même temps qu’il fait contracter la lar- 


CA do : à A: 
geur des anneaux, suivant dr, de (- x) et qu'il soulève les mémes 


points, suivant les z, d’un petit déplacement à généralement fonction 
de r et de z, impliquant la dilatation a des fibres verticales. 


Seulement, ici où la face extérieure convexe 27R, dz est empéchée 
de se dilater en longueur par le cylindre rigide l’enchassant (et qu’on 
suppose, d’ailleurs, infiniment poli ou sans frottement), on aura à =0 


1 


> fe > ae 


ae pe ot dé épi Die si 


- (156) 


/ 
= 
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; < 3 x a » 
pour r = R,; d'où, pour pareils déplacements 6, de la face concave, 
diminutions bien plus rapides de à quand r grandit, c’est-à-dire con- 


eae do , Pag : Ô 
tractions (— = plus fortes suivant les rayons, et dilatations = plus 


re 


_ faibles suivant les ares rdw, que dans le cas d’un bloe a surface laté- 


vale libre. Mais, par contre, vu la conservation des volumes, dila- 


NE 


tations —— plus grandes dans le sens vertical, suivant lequel s’exercent, 


maintenant encore, des pressions N, insignifiantes, 
_ Toutefois, pour pouvoir garder N, et N, comme forces principales et 
Satisfaire ensuite à la dernière équation (137), nous devrons sup- 


Ns t > ; A di 1 L) 
. poser o’ indépendant de r, comme dans le cas précédent, et, afin de 


maintenir ainsi horizontales les couches de la région annulaire qui 
létaient à l’origine, introduire sur toutes ces couches de mêmes pres- 


sions normales N,, réglées convenablement en fonction de r. Seule, la 


valeur moyenne de N,, sur toute l'aire 7(R; — Ri) de chaque couche, 
sera annulée, pour sauvegarder autant que possible l’état de liberté 


admis de la surface supérieure. 


73. Dans ces conditions, appelons C, sur une couche annulaire 


: ; pee 5 me do! say “he? 
_ - déterminée, la valeur constante de —; et considérons les deux équa- 


d 
. tions (137) subsistantes. La première, multipliée par r dr et intégrée 


à partir du bord extérieur r = R, où s’anuule 3, donnera 
Ce ee 
= : 2 | r - : 
(153) | don ee 


CYR DT HR) 
Palin) Fe (ni) 


certs deuxième équation (137) deviendra, en y remplaçant encore le 


second rapport par celui que donne l'addition, haut et bas, des termes 

des deux, © - es 
LE N.—N, 2 No Nr, 

HS R? TT ee 2R? 


100: FE PTE | ROUSSINESQ. 


| dire SE EUR TPE FEAT 
>. I y aurait de lien Den à la at ak € 

tantôt N, -- N, (pres du bord convexe), tantôt Ny + 

concave, ou de pom R, qui sera, en général, 
iy he 20/9773 A, ); et ces doubles — formules, se. 
= pourr =0,5773 R,, entraineraient iné 
SRM ae des résultats (! ). Mais comme 
as he pate Ho aux 


Vw - 


thie 


manière à un ie au 
OS la nouvelle relation, à 


È “ % ms 4 S 4 v = 
Sow a MPa are rete, 
cH ANG oe eee 
0) SNAKE 
4 ; ro PANNE QE: ae É arte PA 
eat at 


Te, aoe nese ‘déterminera plus par le 
_ face latérale rT =R,, re 
os ie consiste dans l'annulation moyenne de N, surtout lasu 


+. es wet 


des ‘souches annulaires. On aura donc MT 


Ke en ace PATATE 24 est qu’on 


Pa 


“Principal résultat 1 reste pipe: ss x 
| iat NS 

: > x # À + e: Ë rt 43 Fon % 
. ie F RE oer te 
1 a 


= 
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ou, vu le dernier membre de (157), 


ete 72 ,2 
(P o—2K)(Ri— Rj) = KR EAE 


r=R 


et, comme la fonction primitive de logu est wlogu — u, il viendra 


ot | s =R; 2 
(Po aK) (RE — RB) =K (7 EE =") = kn} tog 2 R(RI RS) 


r=R, RG 


ale Pa) > NE , . SNL ir j x 
c'est-à-dire, en réduisant, puis résolvant par rapport à P,, 


fe a ies , R? R? 
ee em en): 


On en déduit P., qui vaut P,+2K, et enfin la pression totale F, 


ou Je (TR), capable d’ effectuer le Gi M du bloc : 


oR? R, (Bs) 


3 (159) (surf. latér. inextensible) F=Kz7Rj (3 + =— log — 


Ri 7+ Ro 7 Ro 


| Cest précisément la seconde formule qu’a obtenue Tresca, encore 


Es par des évaluations assez obseures de travaux des forces intérieures en 
_ jeu dans la déformation. A cause de l'égalité admise ci-dessus de N, 
EN) qui n'existe, même en moyenne, qu'avec une assez grossière 


approximation, on ne doit pas s’attendre à trouver cette tue aussi 
bien vérifiée que la précédente (135) du cas où le bord était libre. 
Aussi les meilleures observations de Tresca (') y ont-elles donné 
pour le plomb des valeurs de K-yariables depuis 176% par centimètre 
carré jusqu'à 221*, valeurs présentant, ‘avec la moyenne précé- 
dente 2008, des écarts, en plus ou en moins, deux fois plus forts 
environ que ceux qu'avait offerts la formule (135). 


74. Substituons dans (159) la valeur (158) de P; et nous aurons la 


pression variable N, à exercer sur les bases des ue annulaires 


| (1) Voir, comme plus haut (p. 97), le Tableau de la page 191 de son Mémoire, 
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pour maintenir leur horizontalité : 

r Ro Rj 
(160) NE (1 + log ey eee m'en) 


Le on Ri log(1+ v) ; 
RATE 


Quand r grandit de R, à R,, cette force N, croît de 


one K| “03 ——1+Vi+9 wag et 
(161) |. Ve SS eee Se Sates er oe 
a 

_ . log(i+v). x | tie log(i+ |. 
(162) K vee eas — naka pee à 


La seconde de ces limites est positive; car la fraction qui s’y trouve 
retranchée de 1 dans la parenthèse est la moyenne de deux, 


log(1+ v) Ge Vi+vlog(1+y) 
pai Sy EE Meee 
v. y 


qui ont été reconnues plus haut (p. 94) inférieures à l'unité, Mais la 
première, (161), où la même moyenne se trouve multipliée par v1 1+Y, 
est, au contraire, négative. Autrement dit, on a, en multipliant 
par 2v, 


(163) 2v—(Vi+i+r+v)log(s + v) <0; 


et, en effet, d’une part, le premier membre de cette inégalité s’annule 
pour v = o. D'autre part, sa dérivée en v, calculée et réduite, a le signe 
du facteur 

ii) (+ avr y) log(r +»), 


nul lui-même pour v = 0, mais dont la propre dérivée, 


I I log(1+ y) 
TT ) 


Vie. LED VT+ 


a 
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a tous ses “termes négatifs. Donc, le premier membre de (163) est 


essentiellement négatif et décroissant jeans ase quant y y va de 


zéro R&D. | £ 


Ainsi, la force rae ee N, propre à maintenir l’horizontalité des 


couches annulaires est encore (comme au n° 69) une presston propre- 
ment dite prés du cylindre central, une traction prés du contour. 


- Supposant enfin continu ou sans orifice le plateau inférieur, et assez 
petite la hauteur H du bloc pour que la déformation se produise, 
presque dés le début, jusqu'au fond z= 0, cherchons le petit dépla- 
cement vertical 0’ de la couche horizontale quelconque dont l’ordonnée 
ie était 3. 

Pour un petit enfoncement de la base du poincon, le refoulement 
latéral à, du bord concave de chaque couche annulaire sera évidem- 
ment donné, comme dans le cas précédent, par la première for- 


‘mule (136), ou vaudra er Ce sera donc la valeur du second membre 
2H 5 


de (155) pour r=R,; et l’on tirera de là, comme dilatation verti- 
Dre) ù ta 


~ En faisant z =H, on aura le relèvement de la couche supérieure ; et le 


volume soulevé au-dessus de la surface libre primitive en égalera le 


- produit par (Rj — R?), savoir rRe, comme il était évident. 


 Observons que les déplacements Ë, d'a uniquement liés à on Rahs 


ne dépendent pas des pressions N,, Nu, Nz,ni, ys suite, de l’hypo- 
ae thése Apple rate NN faite ci- -dessus. 


\- 


Eas. La: méthode précédente HR la - proportion (156) ou, du 


= moins, la réduit à ce qu’elle est pour r= 0,5773R,. Si l’on voulait en 


tenir compte sans accroitre sensiblement la ca on pourrait 


substituer aux deux différences N,— N,, N, — N,, quisont constantes — 

à tour de rôle, leur moyenne arithmétique, moins variable avec r, dans 
chaque région, que celle d’entre elles qui y change : et on lui attri- 
: buerait Bere ae que soit r, Sa valeur relative ? . 0; 5773; de. 
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sorte qu’on négligerait la variabilité de cette moyenne, au lieu de 


celle de N:—N,,. as 
En appelant 2U cette différence N, — N,,, on aurait ainsi 


(165) N—N—0K+U,  No—N,—2K—U. 
Après quoi, la proportion (156) donnerait 


ICS RES vod ankle eee ee ENTRE 


aE eee as eR r 3 Ri+rr 


(166) US 


Dès lors, la première équation (133) (p. 88), toujours vérifiée 
pourvu que la pression principale N, ne dépende pas de z, deviendrait 
immédiatement intégrable en r. Et l’on aurait, en observant que — P, 
est la valeur de N, à la limite inférieure r= R,, 


en 4K, _ (R?+R?}r° 
(167) | N= Pot “yO pen) 


Enfin, la première (165) donnerait à son tour 


(168) Ne=— Ppt 4k + A] 


SORE URES Re] 


2 
A x 92 4 Q . ny ah . F285 . $ . 
et, grace à l'intégration indéfinie, qui se vérifie immédiatement, 


FU (REERR) ue] > (RE Ri)a 
[los Ri(R? + w) = | du=u 108 Re (RE w) — Ri log(R? + u) + const., 


. . r=Ry . ' . 
la condition fi N,d.r?=o ferait connaître P,. En réduisant la 


r=kR - 


partie logarithmique du résultat et divisant par Rj — Rj, il vient 


4K oR? 2R? 2R,R 

6 PAE Sa ent a earlobes PSE es Bath ya 
(169) pou See ae ie (Re TE Fe 

Finalement, la pression sous le poingon, pression qu'on peut 

appeler P,, étant 2K+P,, on aurait, pour la poussée totale F'=—7R?P: 


MAGE ten. Mai LATEST 


u 


_ c'est-à-dire, ici, 


_ cette formule donne 


=e DU Co PRE Le 

d 7 Seer) 

à TE \ 
x > 
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du poincon, 


(170) F’=2KrRj i get dak log (reste nee) | 


3 RR? RER RER) 


(1) Pour calculer dans (170) la quantité entre crochets, on posera 
= | Lee R?+ R? —RI— RR 
RES e+), BauG—s); do w= EEN, Co 


et cette quantité entre crochets sera 
3—F (+ +1) lol +0) 


Le logarithme y figurant est naturel ou népérien, c’est-à-dire que, si, réservant la nota- 


tion log pour les logarithmes décimaux ou vulgaires, on désigne par L ce logarithme 
népérien, il s’obtiendra par l’une ou l’autre des formules 


: logL (2 ou ae = 0,36222 + log log (« ot =) , 


dont on choisira la première si æ excède l’unité et la seconde si x est moindre que 1. 
Première expérience de Tresca signalée dans le texte (p.106). — On trouve que € y 
vaut 0 UTURES et, son inverse, 1, 8256. La quantité entre crochels étant, par suile, 


3—(1,8837)L(1,2949) = 2, 5132, 


la formule (170) attribue a F’ la valeur 


- 


(5,0264) Kx R2. 
Quant à (171), où la parenthèse vaut 


R RE A Here 
5 1(i +) A? 
foie: EE 


su 4198) L (3, 6224) = 4 73% 
F = (i,7382)KrR3 : | | - 


le doattciant fo 38a : y atteint les 0,9427 du précédent 5, 0264. 


Deuxième expérience signalée dans le texte. — On vs avail ¢ = 0 Eu La quantité 


“entre erochets, dans (170), devient alors 


3 = (1,3889)L (0, 7396) = 3, 4189, 


et la formule (170) est pe RRS rip. DE, 
ee F' = (6, 8378) Kr RZ. IAE 


Or, dans (171), la quantité entre parenthéses est, en méme temps, 


3 + (1, 04166) L.(25) = 6, 3531; dou F = (6, 3531) Ka RZ. 


Le coefficient, 6, 3531, est ici les 0, 9291 de celui, 6, 8378, qui figure dans F’, 
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La formule de Tresca (159), plus simple, était 


R? R? 
m * -— K 2 a eet NE P 
(171) PKR (3+ pea gels ge 
J'ai comparé leurs résultats (!) pour deux expériences que mentionne 
Tresca (7), où l'on avait, dans l’une, R,= 1°, R,—=1°,85 et, dans 


l’autre, R,=1°, R,—5°. Pour toute valeur donnée de K, la for- 


mule (171) y conduit à des poussées un peu plus faibles que la for- 


mule (170); elles en sont la fraction 0,9427 dans la première expé- © 


rience et 0,9291 dans la seconde. Tresca ayant déduit, pour le plomb, 
de sa formule (171) les deux valeurs de K respectives 176 et 221,11 est 
clair que la formule (170) l’aurait conduit aux valeurs 


176 X 0,943 = 166 et 221 X 0,929 = 200. 


La seconde ‘aurait été tres proche de la valeur moyenne générale 200, 
mais la première, 166, beaucoup trop faible. | 

Une raison d’un tel écart, raison plausible aussi pour la valeur assez 
inexacte 176 de Tresca, est que les deux formules (170) et (171) s’y 


trouvent peut-être employées trop en dehors de leur champ légiime — 


d’applicabulité. Leur démonstration a supposé, en effet, que la partie 
annulaire du bloc eomprend le rayon r=0,5773R,, et même que 
celui-ci est une sorte de moyenne au-dessous de laquelle 7 s’abaisse 
notablement. Or, dans le premier exemple, R, atteint 0,54R, et le 
rayon r= 0,5773R, est bien près de la limite inférieure (*). 


76. On peut, en résumé, s’expliquer avec quelque approximation 
les phénomènes de poinçonnage, en négligeant les composantes tan- 
gentielles de pression exercées, dans le sens du mouvement du 
poincon, entre les fibres contigués du bloc poinçonné parallèles & ce 
mouvement. Pour pouvoir annuler les composantes en question, et 
même les glissements correspondants entre fibres (sauf à travers le 


(1) Note ci-dessus. 
(?) Dans le Tableau, cité plus haut, de sa page rot, 
(*) On trouvera au n° 83 (p.117) la formule générale exacle; elle porte le n° 187, 
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prolongement, dans le bloc, de la surface latérale du poincon), on 
introduit sur les faces de ce bloc, supposées toutes parallèles où per- 
pendiculaires au mouvement, des pressions uniquement normales, 
réglées convenablement et se neutralisant au total sur chaque surface 
libre; en sorte que les deux parties du bloc, l’une centrale, l’autre 
annulaire, séparées par ce prolongement de la surface latérale du 
poinçon, n’éprouvent que des déformations simples, laissant inva- 
riable dans chacune l'orientation tant des fibres parallèles au mouve- - 
ment que des couches perpendiculaires. =~ ! 
Dans ces conditions, les pressions principales y sont aussi, partout, 
_ parallèles aux fibres ou aux couches considérées; et l’on y exprime 
_ aisément l'égalité à 2K de la différence des deux pressions principales 
extrêmes : ce qui est la relation admise comme caractérisant la semi- 
fluidité d’un corps plastique. | 
Il faut dès lors que les glissements mutuels, finis et inévitables, des 
deux parties centrale et annulaire, se fassent sans frottement, ou qu'il 
. yait (fictivement) rupture entre elles, avec poli parfait de leur surface 
…  séparative, jêve dans l'espace; car la matière qui franchit celle-ci est 
- . censée, à chaque instant, incorporée à la partie vers laquelle elle se 
porte, et dissociée ou désagrégée de celle qu’elle quitte. 
| Sans doute ces hypothèses, hors desquelles le problème semble inabor- 
… dable, suppriment une circonstance importante, en jeu dans le phéno- 
“ mène; mais elles laissent subsister les deux les plus capitales, qui 
sont l’écrasement continu de la partie centrale, avec l’expansion, soit 
7 principalement latérale, soit latérale et en sens inverse du mouvement 
EER poincon, dans la partie annulaire. Et elles font du poinconnage un 
mode de déformation assez simple, accessible au calcul. 
ee = 77. Mais quand la plaque rigide supportant le bloc poineconné porte 
en son centre un orifice de même rayon R, que le poinçon, comme 
> nous avons dit, un second mode, encore plus simple, s’offre à l'esprit, 
ET en tant que possible au moins théoriquement. C'est le cisaillement du 
eS. cylindre central par le poinçon, c’est-à-dire le glissement de toute la 
ne surface latérale 27R,H du cylindre central suivant les génératrices, 


7 avec production sur elle de la force tangentielle maximum T,, = K, 
_ réalisant la rupture de ce cylindre d’avec la partie annulaire et 


ms ee ks est enlace fe la aa 


EN ou (159), exercé pour produire le_ 


uel ans cess 
a ue one ‘et. en parti 


Fa massif. aha ey 
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l'expulsion d’une Tissue qui se détache sans 2 avoir 
changement de ‘figure notable. Bref, ce second mode es 


; précisément par l’exagération de la composante ngentielle | 


et surtout à travers la surface séparant les deux 
qu’on négligeait dans le poinconnage, composante qui 
tour prédominante et simplifie le phasomeneens mettant ( 
RE de la partie AND laites. OT 

- Appelons § la poussée du | poinçon cay l'opére 


du ee cat nue est dr e le à 
Donc, tant que I’ épaisseur H rendra 9 


opérer le cisaillement, | circonstance 
nee des se trouve encore 


iS ‘de à 


verser a mur et amener ha "tomato maximum, du Rio fe rm 


os 


Ore a.) ay D opera 
. re 
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78. La hauteur A de la débouchure détachée par le cisaillement 
s’obtiendra donc en égalant 2K7R, 2 à l'un ou à l’autre des seconds 


membres de (135) et de (159). La constante spécifique K disparait 


comme facteur commun et l’on a: 


(173) (surf. latérale libre) jects ( 1+ log R) ES Ÿ 
(154) (surf. latérale inextensible) RAR) (+ He EE logy): 


Telles sont les Pernille; pareilles chez tous les corps plastiques, 


_ qu'a données Tresca pour évaluer la hauteur des débouchures ('). Il a 


vérifié en particulier la première, (173), sur des blocs d’une suffisante 
épaisseur et assez larges pour que le poinçon n’en écrasat presque 
que le cylindre central. Ses experiences à cet effet ont porte (7) non 


_ seulement sur le plomb, mais aussi sur la cire à modeler, diverses 
. pâtes céramiques; enfin, même sur le cuivre et le fer. 


Les débouchures de ces derniers corps ont accepté sensiblement la 


_ même formule (173), quoiqu'il y ait chez eux, quand on les déforme 
lentement, entre une phase d’élasticité parfaite et le moment de la 


rupture, une longue période, dite d’élasticité imparfaite ou des défor- 


“mations permanentes, que notre théorie néglige, où varient lentement A 


et, par suite, K, qui, d’après (104) (p. 72), égale 2uA. La conser- 
vation approchée du coefficient de rigidité y “sont évidemment, à 


_ chaque instant de cette déformation permanente, pour rendre le 
- rapport defàF indépendant de A et laisser les formules (173), (174) 
exprimer l’égalité = =F, à quelque moment que survienne le cisail- 


lement (*). 
En somme, le cisaillement des dchauchures, dû à l’exagération ae 
l’action tangentielle du cylindre central sur la partie annulaire des | 


-(2) Ima cependant ao explicitement, que (73). 
(2) Voir la page 215 de son Mémoire. 
Dans une autre partie du même Mémoire (p. 182), ila reconnu que l étain est beaucoup 


plus résistant que le plomb et qu’un alliage (à proportion égale) des deux offre environ 


la résistance K = 350“ par centimètre carré. 
(3). On s explique d'une manière analogue comment le fer a pu donner le même rapport 
qu'un corps dur et cassant, entre les résistances respectives à la rupture par Plsmiemout 


et par extension (vane la fin du n° 56 ci-dessus, p. 77): 
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blocs, nous renseigne sur ce que peut cette action tangentielle, dont le 
role prédomine ainsi sous les faibles épaisseurs H. Mais il montre, par 
le fait mème, l'effacement de ce rôle chez les blocs épais; ce qui nous 
justifie de avoir négligé dans la théorie du poinçonnage, compara- 
tivement à éelui de l’expansion latérale. 


79. Outre le poinconnage d’un bloc cylindrique à surface latérale 
soit libre, soit entourée d’un cylindre creux, rigide et poli, adhérent 
au plateau qui porte le bloc, Tresca a étudié l'écoulement de celuier à 


travers l’orifice, de rayon R,, ouvert au centre du plateau, lorsque le . 


poinçon est remplacé par un piston circulaire rigide, de rayon R,, par- 
faitement poli, poussé contre le plateau et glissant sans frottement le 
long des génératrices du cylindre creux ('), Ace nouveau problème 


s'appliquent les mémes hypothèses simplificatrices, relatives à la dis- - 
tinction et à la non-adhérence mutuelle des deux parties du bloc: 


l’une, cylindre central’de rayon Ry, l’autre, annulaire, l’entourant et, 
toutes les deux, soumises, sur les surfaces qui les limitent, à des pres- 
sions uniquement normales, même sur la surface cylindrique 27R,H, 
fixe dans l’espace, séparative des deux parties. Seulement, alors, Les 
mouvements horizontaux se font partout en sens inverse des directions 
qu'ils avaient dans le cas du poinçonnage, la matière affluant de tous 
côtés vers l’axe au lieu de s’en éloigner, tandis que les mouvements 
verticaux ont lieu maintenant de haut en bas (et non plus de bas en 


haut) dans la partie annulaire, mais continuent à se faire de haut en 


bas dans le cylindre central. 
do’ 


Il en résulte, dans la partie annulaire, des contractions (- =) | 


et (= 2) à la fois suivant les deux sens (vertical et horizontal) per- 


pendiculaires aux rayons r, mais forcément, par suite (vu la conser- 


vation des volumes), une dilatation = vers l’axe. Le rapproche- 


ER hl pl a EL a a TT 
(1) Tresea observe qu'on peut considérer cet écoulement comme un poinçonnage, où le 
piston serait censé fixe et, le plateau, mobile de bas en haut contre le bloc plastique, à 
la manière d'un poinçon annulaire qui entrainerait le cylindre creux, avec afflux de haut 
en bas, à travers l'orifice inférieur, de la matière expulsée, devenue ainsi une veine 
rappelant les veines liquides. | : 
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ment, — à, de leur centre, qu’éprouvent les anneaux de chaque couche 

horizontale, entraine done une pénétration (— 6,), à travers toute la 

surface 27R,H séparant les deux parties, de la matière de la partie 

- annulaire, dans le cylindre central, avec incorporation instantanée à 

. celui-ci et refoulement plus sensible que jamais vers le bas, jusque 

— sous l’orifice, de cette matière du cylindre central, tant à raison de 

.  lapport qui lui est ainsi fait par la partie annulaire que de l’abaisse- 

‘ment directement imprimé à la base supérieure du cylindre central, 
par le piston descendant. — - 

Comme la seule surface libre, celle, tR?, de Lovifice: appartient 
maintenant au cylindre central, on aura N,=—0 pour r< R,. Au con- 
traire, les pressions (—N,) du piston, équilibrées suivant chaque 

= verticale par celles du plateau, donneront, pour r > R,, des valeurs 
. négatives très notables à cette force principale N.. 

Sauf le renversement actuel des sens du mouvement et, par suite, 

de la dilatation linéaire verticale C dans toute la partie annulaire, 
les formules du n° 73 s’appliqueront sans changement, y compris 
celles, (155), du déplacement horizontal à et des deux déformations 


a dd à 
x principales 5 Fes = qui en dépendent, ainsi que les formules soit exactes, 


soit aes ies (196) et (157), ou encore (165), (166), (167) et (168), 
~ entre N,, No, Nz, mais avec substitution de — K à K, en raison de ce 
que les pressions déformatrices ou prédominantes sont maintenant, 
… dans la région annulaire, (— N,) et non (— N,) ou (— N,). Cette cir- 
_ constance y assure la valeur ahsolue 2K à N,— N, ou à N,, —N, et 
non phen, —N, rE. —N,. | 


eee 


Lu 


M Le 5 LA 
LE 


4 : | 80. Par éreniple, ans l He approchée ¢ et-moyenne Nos ANS 0 
= qui donne les formules les plus simples, il vient ainsi, à partir de la 

» seconde (133) et de la première SOA} avec renversement du signe 
Bd K, ÿ ; Pi pas 

2 (175) NP, Sanne en Tose Nats | Py—ak (1+ log pe.) 


eb la tite Pease détermine en observant que cette pression pro- 
4 eae dite, exercée sur la surface latérale du cylindre central, est 
oy ses ne 2K, que pont la semi- fluidité ges ce sue vu la 


4 


X 
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_valeur hulle qu y a Toute force pra ‘oxtrame 


me Ri Ao Sr donc P » par 2K et observant que (EN eh PORE, >Re 
ds exercée par l’unité d'aire de la partie a an . 
du paren SON alita-s0h 90) ae CE 
(176) | - : | pour > Ro) PSK 


| Multiplions par! Aion eae de 1 ‘air acl VE 
depuis r = R, jusqu'à r= R,, : sans oublier 7 

de logu est ulogu — u. Il viendra, comme } 
tdu ANG 


a 
vi 


Jet able: a produire id écoulemen 


Gr 


“Ce est Hla formule q qu a «obtenue. de € 


nae Rts Rehevons | ne de 
$ ee iepreuves par la matière du bloc s 
a ARE la verticale oe en 


ei par € conséquent, a 


D ÿ 
mA 


Ny JS rit aaj arte sommairement cette formule ¢ 
, portent ci-dessus les n°* 135, 40) 173, & au PHASE 
Cp: mad ae si, ss ere 3 
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nulaire du bloc, on aura, d'après la seconde (136) et la première (00) 


(poutre R,} 92, gx nr) 


Ie) H 3H \ 7 


En faisant r= R, dans la dernière de celles-ci, on aura la réduction 
absolue, — à,, du rayon du cylindre central primitif, réduction dont 
le quotient par R, sera la contraction linéaire uniforme de ce rayon; 
car le cylindre central est déformé de mème partout, et pareillement 
suivant tous les sens horizontaux. Puis, en doublant et changeant de 
signe cette contraction, on aura la dilatation en hauteur, ou l’étirement 
a Ri— Ry 
HR 
entrainera, pour les points situés à la distance primitive H — z de la 
_ base supérieure, l’abaissement | 


relatif, du cylindre central, étirement qui sera ainsi et 


= a Ri— 2 
Hesse) 


au-dessous de cette base. Et comme celle-ci, contigué au piston, s’est 


elle-même abaissée de «, la somme de ces deux abaissements distincts 


¥ 


ON “Ss ier 


faa ee er eT 


Pre ' 
De 


‘donnera — . 


(79) (pourr<R) = R[R-(R RE]: 

_ Quant à l'accroissement, à de Ja distance à l’axe, pour ces mêmes 
points du cylindre central, il est évidemment proportionnel à l'éloi- 
_ gnement primitif r d’avec l’axe, ou égal à — = vu l’uniformité des 

ia ù + 7 _ . . . 
déformations en longueur et largeur dans tout ce cylindre. Ainsi 


ate : CR 2) à 
(180) | (pour r <R;) pa ARNO 
82. Sur la surface idéale et fixe TR? de l’orifice, au-dessus de 
laquelle N, et N, sont toujours censés être des forces principales, il ne 
peut s'exercer, dans la matière y arrivant et en train de devenir la 
veine, aucune action tangentielle, quoique les feuillets horizontaux 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXV, — AVRIL 1918. | 15 


“cylindre central et sans frottement sur lui. 


en deux corps sans adhésion entre eux, et mème sans f 


mouvement propre pour n'avoir désormais que la translation descen- 
‘dante commune à toute la veine. Ce n’est done plus seulement la — 
4 j Le ù 
principales, mais encore une troisième partie, la veine, la partie des. < 
redevenir solide. 8 = as 


“encore petite de la veine, abaissement REO Ne par la base primitive se 
à Fu 

i du cylindre central, est » et que son volume, produit, par ¢ cette 
longueur, de l'aire rR: de Vorifice,  égale TRia, comme on pc 


de bantu a, que la base sie du Sian a change) devant elle... 


des blocs, deux régions, l’une, interne ou contigué au AR PRES 
ets ‘étendant “depuis le te concave | r=R, _ jusqu’ au 


1 
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qui sont au- dessus ne cessent de se contracter, tandis que. ceux de la -< 
veine ne le font plus, au moins d’une manière appréciable. Or d'un 3 
tel contraste résultent évidemment des glissements relatifs suivant. les 74 
rayons r, entre couches séparées par le plan s = 0; et ces glissements 
donneraient lieu sur elles aux actions tangentielles qu’on veut pouvoir | 
négliger, si la veine n’était pas réputée dépourvue. d'adhérence au 


Donc il en sera du plan s = 0, dans notre essai théoriqt 
de la surface cylindrique fixe séparant le cylindre centra 
d’avec la partie annulaire. Ce plan sera censé, à toute 
mutuel, les masses plastiques qu'il séparera; et la matiére ‘affluant 
la veine sera réputée s'y incorporer instantanément, en perdant son 
partie annulaire et le cylindre central que devront distinguer ( dans le — 
bloc nos formules simples, où N;, No». N, sont partout les trois forces — S$ 


= négatifs, où la matière cesse » d’être à Penh A semi-fl 1 


En faisant z =o dans la trie ee 79). on voit que “la longueur ACER 


ouvait le 
prévoir; car c’est I’ équivalent évident du cylindre matériel chose ; 


bss Fal | Sigh RENE at ated, Ex 


83. Mais revenons encore à cette question d'éco eme 


d’abord à celle du poinçonnage des blocs munis d’une ceintu 


pour essayer d’y traiter les vraies équations de ces problèmes, 


“la complication pouvant résulter de la duplicité d'expression de N,, Nz 
_N, de part et d’autre du rayon r= 0,5773R,. On a vu que la pr 


tion (156) conduit, en effet, à y distinguer, dans la partie annt 
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G2 0,0993 Ryo autre, externe, s'étendant depuis ce cylindre jusqu’au 


Dans la première région où N,,—N,= 2K, N, recoit la première 
expression FE Par suite, la proportion (156) y donne 


Ne Noe K (1 aE 


d’où, en éliminant N,, 


ee yp? 
Nea Pee K{: Sie ae nal loge) 


Dans la seconde région, au contraire, c'est N,— N, qui vaut 2K. La 
proportion (156) y danne d’ailleurs 

4K R? 

No—N, = os 
Ri + 37? 


et la premiére équation (133) y devient 


FINE D ARRET RE K (2 6r ) 


dr Re (PT aoe 


Multiplions par dr et intégrons, en introduisant une constante arbi- 
traire y. Nous aurons 

VOS a us 

Naa Po aK log pr 

Mais comme le cylindre r=o, 5973Ry séparatif des deux régions, 
supporte Surses deux faces des pressions N,, pareilles, cette dpaniene 
formule de N, y devient égale à la ae (34); circonstance assi- 
gnant à y la valeur 


(181) 2 a ae | 3 a 


Aprés quoi, Net ou 2K + N,, se trouve ant Boe ar 
fone, si, pour auras les formules,. ase 


(182) Poe CAN | Re 
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il viendra, en résumé : 


I 
(pour Fe Re <5 ouc< 4 


(183) < R? 
N,=— Po+ K log sie» N:= — P,+ K(1+8:+ log pe 
; 0 
1 I | 
oe (pour Fr R? RS <> 5) 
I 


N=—P,+2K log,  N,=—Pi+ ak (1 Æ log): 


Enlin, P, résultera de la condition 


r=R, 
i Ns a7 == 6; 
TR 


Et l’on aura ainsi 


1 
K R? ; Rie < yee 
(185) Po RIRE Ri J (1 bet toe Re) ta f (1+ log) a ; 


K: 3 


mee 


ou bien 


K Rj 


Pos es RoR? Re 


v 1 
* safe stop le — Lot +3)| | 


3 Ree 
(5 t 24-1 log R: 


L’effectuation des calculs, avec réduction séparée tant de la partie algé- 
brique que de la partie logarithmique, donne pour P, l'expression, 
d'une simplicité inespérée, 


3 R?+ R? 2R? V3R, . 
oe Pee Ce + Ree RP rn): 


AE 

w|=e 
| 

—" 


En ajoutant 2K et multipliant par l’aire 7 R? de la base du poinçon, on 
aura donc comme formule de la poussée. F, remplaçant à la fois (159) 


15. |= be D» de La D 
ee OPS ore, = ee ye 
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et (170), 
| (surface latérale inextensible) : 
(187) 3 R° oR? _ VER 
HR ATE RR? Mea yaa ey ene sh). 
3(2 a Ri RR Sak 


84. Elle a la forme de (159), mais avec la partie algébrique du coef- — 


ficient plus grande de aire et, par contre, la partie logarithmique 
sensiblement moindre; car le facteur foe vaut seulement 0,68737, au 
22 : : à 


lieu de l’unité. : 

Si on l’applique à la première observation, citée plus haut (p. 106), 
de Tresca, où le rapport de BR, à R, était 1,89, l'expression entre. 
parenthèses de (159) s'y trouve remplacée par 


3 ,9383 + (2, 8296) log (1, GE, 6173. 


ae Done la formule (187) y est 4, 613K eRe. Comparons-la à celle de 


 Tresca pour le même cas, 4,7382K=R?. Le coefficient de celle-ci, 
4,7382, est le produit du sien par 1,0262; de sorte que la for- 


- mule (187) aurait donné à Tresca, comme valeur correspondante 
de K, non pas 176, mais le produit de 176 par 1,0262, c’est- 


à-dire 180,6, valeur un peu plus rapprochée de la moyenne 200. 
Dans la seconde observation, où le rapport de R, à R, était 5, la 
quantité entre parenthéses de la nouvelle formule (189) est 


3,56 4- (20883) log(3,4368) = 6,13a1. 


ai) vient done F= 6, 1321 KrR?, tandis que la formule de eee avait 
~donné 6, 3531 K7R*. Le coefficient de celle-ci continue à excéder le » 


coefficient de la nouvelle formule, car il en est le produit par 1,036. 


Cette expérience, ayant conduit Tresca à la valeur K = 221, lui ait 
donné 229 avec la nouvelle formule. L'excès sur la moyenne 200, qui 
était déjà sensible, se serait légèrement exagéré encore. , 

Des deux formules approximatives (159) et (170), la plus mauvaise, 
où les valeurs du coefficient dépassent le plus-les vraies figurant 
dans (187), se trouve être la seconde, (170), la moins simple, quoique 


LA 
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paraissant s’écarter moins que (159) des conditions moyennes des 
faits, mais, il est vrai, pour des blocs ot le rayon r=0,5773R, 
pourrait être censé tenir le milieu dans la partie annulaire ('). 


85. On remarquera qu’avec la nouvelle expression (187) de F, la 
hauteur correspondante / des débouchures serait donnée, non plus 
par la formule (174), mais par celle-ci : 


> 3R 2R? V3R, 
= rez St aix. TRA, Diaz ste 
(188) er (Z FR RRR log a) 


Enfin revenons sur les raisonnements des n° 79 et 80, relatifs à 
l'écoulement du bloc sous la poussée d’un piston le chassant par 
l’orifice du plateau. On y obtiendrait encore les expressions (185) 
et (184) des forces N,, N., mais avec changement de signe de 2K et, 


(1) Nous avons implicitement supposé Ro < 0,5773Ry, ce qui était le cas des expé-, 
riences de Tresca. Quand, au contraire, R3 dépasse le tiers de R?, il n’y a plus lieu d’em- 
ployer les formules (183); et y se détermine dans (184) par la condition que N,—=— Po 
(pour r = Ro), ce qui donne 


Alors, dans (185), la seconde intégrable définie prend tout le champ d'intégration, 
depuis r = Ry jusqu'à r= Ry. Et la formule (187) se trouve finalement remplacée par 
celle-ci, 

2 2 2 2 2 © 
(187 bis)  F— sKrRi[1+ 2 ee log ( LA re) 


3 R?— ARS GR Ro 


qui, dans le cas limite R? = 3R3, se réduit bien a (187). : 

A cette limite, le caleul de (187) ou de (187 bis) donne F = (4,5233) KxR3, et, la 
formule (159) de Tresea, F = (4,6479) K7 Rj, résultat où le coefficient numérique est 
le produit de 4,5233 par 1,0276. 

On voit, par comparaison avec les résultats analogues obtenus à la page précédente, 117, 
que la formule (159) de Tresca conduit à un coefficient numérique excédant d’environ 
trois pour cent celui de la formule théorique (187). 

Cet excédent relatif du coefficient de la formule de Tresca sur le vrai vaut encore 
0,0327 lorsque le rapport de Ro à R; n'est plus que o,1. Mais il tend vers zéro: avec ce 


rapport, alors que l'excédent absolu correspondant devient -- . + log (4 va) = 0,2498. 


* 
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finalement, avec la valeur 2K pour P,. Il viendrait donc, comme pres- 
sion du eee pourr>R,, 


Ric 1) 
2K+ K(1+ 3: +log— (pour es 3)? 
Re 3 


ÉCRIN.) = wea 
v à RE 
Ge lence as) (pour +> 5); 


Et la valeur moyenne de cette pression, sur toute l’aire ey R?) qui 
est à considérer, serait 


eh r=R, 
| I 
ee 4 — N, due, 
R? — cit ( ) 


Ro 


_ c’est-à-dire 2K plus le second membre de (185) ou de (186). Et le 


produit de l'expression ainsi obtenue par aie R;) donnerait la 
poussée totale F du piston : 
arene ur Si 2 R? V3R 
VAT FE — 2.2 - R2 Zs. na 0 . : 
(190) Kx( Rj na (2e a R? = 2 Re RE ny? en 


expression analogue à (99), avec le mème coefficient nuinérique 
que (187). ù 
Dans les expériences concernant les deux cas où le rapport de R, 
à R, était 1,85 et 5, Tresca a déduit de (177), pour le plomb, les deux 
valeurs respectives K= 198 et K = 201, indiquées encore au Tableau — 
de sa page 19r. Vu les calculs ci-dessus du n° 84, il est clair que la 
Sonus (190) Lui aurait donné — eae 
Fe K — 198 x 1,026 = 203 
et TRS PE = = 
: i 201 X 1,036 — 208, 


valeurs encore voisines de la moyenne 200 (1). 


(1) Diverses parties de ce Mémoire ont été résumées dans dix Notes insérées aux 
Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences de Paris : 1. 166, p. 625, 657 
759, 930, 973, 1016 (22 et 29 avril, 13 mai, 10; 17 et 24 juin 1918); t. 167, p. 186, 
221, 253, 285 (29 juillet, 5, 12 et 19 août 1918), 


+ 


120 J. BOUSSINESQ. 


Sur le calcul du profil de rupture d’un terre-plein horizontal 
avec mur vertical. 


Je n’ai pu, à l’article IV, intégrer |’équation différentielle du profil de 
rupture que dans l’hypothése de a très petit. Si, au contraire, a est quel- 
conque entre zéro et 1, le calcul devient une quadrature extrémement ardue 
à effectuer analytiquement. Il y a lieu de poser alors, par exemple, au troi- 
sième membre de ]’équation donnant cos26 (p. 30), 


U=2ma(i—u), V=2+ m(1—a’*)u, R=yU?+ V?, 


formules où U, V sont ainsi deux fonctions linéaires données de la variable 
indépendante uw, et, R, la racine carrée de la somme de leurs carrés. L’expres- 


sion indiquée de cos26 devient simplement et, vu (54), le second 


V: 
R? 
membre, — aF (uz), de (53), donne 


1 V(V— Rsingo)(R+V)+y(V+ Rsing)(R—V) 


F(u)= — 


a VV +Rsino)(R-+V)—V(V—Rsing)(R—V) 


ou bien, en effectuant, sous les radicaux, les multiplications, 


F (u) == 2 V=UrSnoE VG= sing (R+-V)+V_Utsing + VG=sing(R=V)_ 
4 Using-+V(1-+sing)(R-+ V)—V¥—U?sing + V(1-+ sin @)(R—V) 


Cette formule contient, comme on le voit, sous ses quatre radicaux expli- 
cites, outre des expressions du second degré en u, les produits d’expressions — 
du premier degré par le radical R. Or c’est surtout de celui-ci que résultera 
la difficulté pour effectuer analytiquement la quadrature désirée 


a ou, en particulier pe 
Je u+F(u)’ Pos MRS À u+F(u). 


On ne pourra probablement l'avoir que par une intégration approchée, ou 
numérique, ou graphique. 
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Remarque sur la note de la page 82. 


Cette note lie à l'hypothèse, tout à fait vraisemblable pour les corps 


mous ou plastiques, d’un rapport © infiniment petit, l’équation (121) 


de conservation des volumes. On ne pourrait guére éviter cette 


Ee c'est-à-dire garder l’équation (121) sans faire évanouir le 
rapport 5 - qu’en renonçant, dans le n° 60 (p. 81), à la complète pro- 


ue si simple et si séduisante, des D aux d, pour les diverses 
fibres d’une même particule, ou bien aux équations linéaires (122) de 


_l’élasticité, dès lapproche de la limite A. 


Complément à la théorie du poingonnage et de l'écoulement 
des blocs plastiques : phase élastique de ces phénomènes. 


I. Reprenons les raisonnements des n° 63 à 70 (p. 85 à 97), 
consacrés au poinconnage d’un bloc plastique à surface latérale libre, 
mais en supposant ici que la pression P, du poinçon croisse très 
graduellement, à partir de zéro, de manière à produire d’abord une 


série d’équilibres élastiques, où la différence P,— P, entre les deux 


pressions principales uniformes, verticale et Porisontale) dans le 
cylindre central, recevra des valeurs, que nous appellerons 2k, de 


plus en plus grandes. Ces équilibres élastiques, après s'être étendus 


à tout le bloc, se localiseront, d’abord, à la partie annulaire, au 
moment où la différence P, — Po = = 2h atteindra son maximum 2K par 


de passage du cylindre central à l’état plastique; puis ils se restrein- | 
_ dront aux régions de plus en plus périphériques de la partie annulaire, 


et disparaitront enfin quand tout le bloc sera à l’état plastique. 
Les deux hypothèses de la conservation, d’une part, des volumes, 


d'autre part, dans chaque partie centrale ou annulaire, de /’horizontalité 


des couches (avec verticalité des fibres), s’y cD SRE SUN (*), entraînant 


a ys Toutefois, l'hypothèse du mäintien de la verticalité des fibres (ou supposant à 
e 
Ann, Ee. Norm., (3), XXXV. — AVRIL 1918. 16 
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encore l'existence de l'unique pression normale P, à la face concave 
2rR,H de la partie annulaire. Appelons 2, la dilatation linéaire du 
rayon R, commun aux deux parties et, par suite, 23, la contraction 
double des fibres verticales du cylindre central. Les formules (102) 
des forces élastiques (p. 72) donneront, pour la différence P, — P, 
ou 2k des pressions principales dans ce cylindre, le produit de 2p. par 
l'excédent de 2d, sur — à,; et l’on aura 


(a) , k=3} 0p. 
II. L’expression (140), toujours subsistante, de la composante 
horizontale à des déplacements dans la partie annulaire, où nous 


appellerons d’ la petite dilatation (indépendante de r) des fibres verti- 
cales, s’écrira, un peu plus simplement, 


/ 2 ! 
(b) d= (+=) HER 


13 2 


et, d'autre part, les formules (102) y donneront, aux endroits où exis- 
tera un équilibre élastique, 


se (N,, No» Na)=—p+ap (D 4 a). 

Donc la condition N,=o0, ved verifiable complètement, fera p égal 
à 240; ce qui, par l'élimination de p et la substitution à à de son 
expression (b), changera les formules de N, et de N,, en celles-ci : 


2 2 
(c) Nap [r+ 9) + + sv | > No= à | (22, +21) sv] < 


L’équation indéfinie (133) de l'équilibre (p. 88) est satisfaite. 


indépendant de z), nécessaire pour rendre N, et Nz pressions principales, ne l'est pas 
pour le calcul effectif de 6, 8’, N,, Nw, Nz. On n’a eu, et l'on n'aura nulle part ici, à y 
recourir (en raison, probablement, de ce qu’on annule a priori N; ou, du moins, sa 
dérivée en z). $ 

es 
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Enfin, la condition N,= 0 (pour r = R,) déterminant ?, il vient : 


DR} RE /oTe 
Wie ae PNA Sb a 
en Para Ter) a eee seg 8 Beh) 
Bones 6.0,R2 (À 1), NET RE 12H06 Ro RY 
R+3R 0 CREF BRD? 


HT. La pression P, du cylindre central, sur la face concave de la 
partie annulaire, n’est autre chose que (—N,.) à la limite >= R,. La 
troisième formule (ce) donnera donc, pour relier éet effort P, d’expan- 
sion latérale du cylindre central à la force tangentielle maximum 
k = 32, s’y exerçant, la proportion simple 


as 2 fetes Hic 
Te es aa ee 


_ Pour abréger, j’y ai désigné par 1 + v’ le rapport de R° à R, racine 
carrée de celui qui est appelé 1 + y aux n° 68 et suivants. 

A l’état plastique, le rapport analogue de P, à K, résultant de l’annu- 
lation de N, pour r = R, dans la formule (134) (p. 89), est. 


_(d!') = = log(i + v’). 


Or celui-ci excède le double du précédent (4); car on a 
Fe 
, Ay 
log(1 Sa ) — 4 +3 >: 
_ inégalité à premier membre nul avec y’, mais dont la dérivée, 
(8 + 9» ) 


ne a (4 se By)?” 


est ici positive comme v’. 

_ Considérons l’instant précis où & devient K, par Je passage du 
cylindre central à l'état plastique. A ce moment, les rapports (d) ne 

- sont donc pas encore la moitié des rapports (d’). Et l’on peut dire que 
le passage ultérieur à l’état plastique de la partie annulaire Jera plus que 
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doubler l'effort P, d’expansion latérale exercé sur elle. par le cylindre 
central. 


IV. On procédera exactement de même, à partir de l'expres- 
sion (155) de à (p. 99), où C=, st le bloc est muni d'une ceinture 
rigide. Et l’on aura immédiatement 


1 2 /B2 j 2 
(e) =o (Hr), =N=n (+3), No= py (4 ~ 3). 


L’équation- indéfinie (133) de l’équilibre est encore satisfaite; et 
il ne reste plus qu’à déterminer à par la condition à =3,R, (a la 
limite r =R, ). On trouve 


20R2 aud,R? /R? R2+ 3R2 
! JE 0 "to cet a cons et = à 1 a2 
Ce) Vente CMS (nt) Pee 


Enfin, au lieu des proportions (d) et (d'), il vient 


+ log (y + |» 


CHE 


AE VA | v +13 (v'+1)?—2 
Shin ake eee ey 


oy 4 (+1) 


formules dont la seconde suppose y + 1 au moins égal à 3 et se déduit 


de (186) (p. 116) en prenant — : comme valeur un peu arrondie de 


/3 
log wee = — 0.37488. 
2 V2 


A la limite v'+ 1 = 3 ou v' = 2, ces rapports sont respectivement 2 
et 2,5232 ('). Mais, à mesure que v grandit, les premiers diminuent 
et les seconds augmentent, en faisant ainsi croître la grandeur relative 
de l'effort P, d'expansion di à l'établissement de l'état plastique dans 
la partie annulaire. 


(') La dernière décimale 2 est ici obtenue en évitant l'emploi de la valeur arfoatiece. 
d’un logarithme népérien. : 


Ge?) ‘ Fe —— 9 + 


ae ee SAP à DRE 
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Lorsque y est inférieur à 2, ou R, plus grand que 0,5773R,, la 
seconde formule (e”) fait place à une autre déduite de (187 bis) 


(pti8) 3 


Celle-ci, donnant encore des rapports de P, à K croissants avec y, 
ou variables en sens inverse de ceux qu’exprime la première for- 
mule (e”), rend le P, élastique (pour k= K) égal au P, plastique et 
à (2,4058)K, quand v’ = 1, 5333 et R, = 0,6283R,. Des lors, pour les 


poinçons relativement plus larges (couvrant près ou plus des = du bloc) 


out R, dépasse 0,6283R,, le P, élastique devient le plus grand; et la 


résistance à l’écrasement semble devoir être abaissée par le passage à 
l’état plastique de la partie annulaire (*). 


V. Arrivons enfin au problème de l’écoulement du bloc, par l’ori- 
fice central +R; ouvert dans le plateau inférieur, sous la pression du 
piston à base aR? entouré par la ceinture rigide et y glissant sans frot- 
tement de haut en bas. Ici, la pression verticale — N,, censée élastique 
ou encore assez faible pour ébaucher à peine l’écoulement, n’est plus 
nulle sous la partie annulaire 7(R{ — Rj) du piston: elle l’est seule- 
ment sur l’orifice, c’est-à-dire sous la partie centrale 7Rj, où une con- 


traction horizontale (— 2,) se produit vers l’axe, par l'effet non plus 


de la différence P, — P,, mais de la différence contraire P, — P,, ou 


simplement P, (vu que P,, ou —N,, est zéro sur DRE Et£=3pà 
- s’y trouve de même remplacé, en valeur absolue," par — & ou 34(— à), 


à, étant actuellement négatif comme 2’. Il est clair que les formules (a) 


| de ket (e) ¢ de à continuent à s’appliquer malgré ces changements de 


signe, qui atteignent simultanément 2’, à, et, dans le cylindre central, 


Pop 


La principale différence. a avec le cas | précédent du poinçonnage 


€) Il faudrait De avant Fe conclure Pere maniére fer me, s’assurer, au point de 


vue du non-dépassement des limites d'élasticité, aie les formules (6') de N,, Nw, Nz 
* poems bien applicables. 


\ 


KE A 
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consistera donc, pour la partie annulaire (comprise anita r=R, 
-etr=R,), dans ce fait que la relation Nz 2=—pt+ any donnera, 


non plus p = 2, mais ae: SE 
mee 0: bt eine 


Il en résultera, au lieu des seconde et troisieme formules (e), 


- 


(Na =n(F 48) =N, Men (Maa) nme 


ex 


et ces valeurs, portées dans l’équation indéfinie (133) de l'équilibre : 2 4 


(toujours subsistante en vertu de l'hypothèse de pressions N, pane 
sur toutes les couches), n’y satisferont plus identiquement, comme 


avaient fait — N,, N, dans les formules (c), (e) des - pease de 


_ poinçonnage. Car elles la réduiront ? à ceci 


ui sera, précisément, V6 uation - indéfinie en N, ou en P,. On voit 
q » P eq 


qu’elle astreint la pression P,= — Nz des parties annulaires «(Rj — ae 


du piston et du plateau, a étre indépendante de r, c'est-à- dire uni- 


{orme sur toute l’etendue de ces parties annulaires. 
En faisant, dans la premiére équation (e) et dans la première i), 


hes Ro Oye el —N,=P,, il viendra d’abord, pour relier à, a (qui 


sera Ii donné), la même première relation (e’) que dans la question | 


du poinçonnage, mais ensuite, pour rattacher à P, la pression uni- 


forme P,= — N, de la partie annulaire du RE la formule | 
Saisie ates geri Pan Dee RARES AIR 
(sf) iS P,= Pop CRT ARRET a 5 


Quant: à: l'effort P, d'expansion latérale, qui, n étant contre- aies 
ici par aucune pression verticale P, sur le cylindre central, sera pltot 
un effort de contraction vers l'axe, il se déterminera dans ce inde 


même, où l'annulation de P, donne simplement Rp pour la diffé- 


rence 2#, ou ü 61420; des forces principales Pes Poe Fais a done 
NO SB, 6p TE Poe bulb) ere: 


# 


RS CU AIN i Nad LR UN coy PAPE | AS 
ciara Pee. ee ET Tree OT cae aie 


a 


rt 


=, 


NT WN Se AS Th eee ee We TE eee 
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Et la formule ( f”) devient 


SI 


R?+ 3R? AR? 


(g') (pour r>R,) P.= ap (—0) (3+ Re pom yo d) Ri 


Ce sont maintenant les différences 
P,—2V/F 
(où VÆ désigne la valeur absolue de #), et 


moyenne de P;,— 2K 


lorsque le bloc est à l’état plastique, qui jouent le rôle qu'avait l’effort 


expansif.V, dans la question du poinconnage. En effet, d’après l’équa- 


tion (g’) et les relations (189), (190) de la page 119, Si Bs on nappelle Po 


cette différence 
P,—2 VE ou moy. P,—2K, 


K 
membres des formules (e”) ou (e”), et comporteront les conclusions 


les rapports = et seront justement exprimés par les seconds 


énoncées vers la fin du n° IV pour — Po et — 4 - C’est cette parité qui avait 


amené le même coefficient numérique Fe la formule de poussée du 
piston produisant l’écoulement du bloc et dans la formule de son 


poinconnage. 


On aura donc, en particulier, 


= x P,—2Vk? 2 R?+3R? 24+). 
) et D oe 7 9 
(g” VA Dee 3 
Hf, ORs 
, v en É anse + log(v +] (si ess 3) * 
(gt) moyePy— aK. 3), ve Ae OE a) 
on ae ae nae . 
LUE ES ae ae se 


SE 
entre 


« L'existence d’une proportion approchée 


de cette déformation permanente, suffira pour rer 


un 
a, L 
“re 


EUR) 
nd 
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NATURE ANALYTIOUE DES SOLUTIONS. 
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ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 


? PTE races sésoire), 
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Me a tions du problème de la ‘arn D et de ses généralisations : (a) dérivées des solu- 


PT 


tions de l'équation == = (6) fonction de Green; (c) solutions de l'équation 


— linéaire sous la oe fédaite: (d) solutions de l'équation linéaire générale. — 

re se: 7. Nature des solutions des équations : (a) par rapport à x; (b) par rapport ay. 
mee Problèmes de Cauchy et problèmes de prolongement. — 8. Équations du type ellip- 

or oe ie ne = 9. Le opel du type pue 


is ne Me qui devait paraître fn 1914 et S dont la guerre a interrompu la 


b stle développement d’une Note insérée aux Comptes rendus (8 décembre 1913). 
poe une nee faite au Collège de France en 1914. < 


— Mar 1978. 


comme ~— Re? et s est done de classe 2 en y (Holmgren). Or, si 3 est. 
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Il résulte des travaux de Cauchy que les fonctions harmoniques, Fe a | : 
solutions de l’équation Az == aed É mi ‘=o, sont analytiques en GY ae Ro À 
c'est-à-dire développables en séries entières en (w—a,), Cy y) = a 


autour de tout point (a9, Yo) de leur domaine d'existence. Cette pro- Fe 
_priété appartient aussi aux solutions de l’é équation Az = f(x, Ys ee 
quand f est analytique en (#, y); mais ce n’est qu'en 1890 que see 
M. Picard en a donné une belle généralisation, en l’étendant aux solu : 
tions de l’équation linéaire due type elliptique à coefficients analy- 
tiques. Dès lors, la voie était ouverte, et les travaux de MM. Holme ear See 
Bernstein, Lévi, etc. sur les types elliptique et parabolique, ainsi que ee 
nos propres recherches, sont venus compléter es TSHÈRRE précé- 2e 
dents. : "ES 

OF quand ils unie de bu saines on peut it utiliser Le RE. 
développements en série (MM. Picard, Bernstein), soit se placer dans 
le domaine complexe à trois ou quatre dimensions (M. Lévi ). Mais on #24 = 
peut aussi, sans utiliser les variables complexes, démontrer Panalyti- ti Oia 
cité d’une fonction en étudiant l’allure de ses dérivées successives dans 
son domaine réel d'existence; envisagées à ce point. de vue, les ue RCE 
_tions analytiques d'une variable, dont la dérivée nième croit. comme = DT LES 


HR se des cas particuliers de celles dont la dériyée nine SES 


21), et que nous appelons fonctions de classe «à 


7 (définition Ge s’ nds à plusieurs variables, n° 1). De télles fonctions SR 


s’introduisent naturellement dans l'étude des équations aux dérivées 


partielles : : ainsi, hee. solutions de l'équation de la chaleur ES 


d"z d3. Fab d 
| étant analytiques en x, la dérivée oy” seh ag) égale à oa croit Re. 
Cr)! à LV 


donnée sur un contour rectangulaire de côtés parallèles aux axes, et lean 
sid ae la plus courte distance d'un point Se aux ae verti- ina 


cf 


OZ 
caux, 2 DE = devient infinie sur ceux- “Cl comme - < et a5 comme = . Je me 


suis demandé s’il n’existait pas un lien entre l'ordre d’ ‘infinitude cor-. 
respondant à chaque variable et 14 classe de 3 par rapport à celle-ci, et 


re? des 4 


AO A 


A As nf ca le bh Ae CA PORTES UP EVREUX A 
ui 4 : 
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c'est ainsi que, par l’étude des dérivées au voisinage de la frontière (n° 3 


et 6), et par la méthode des contours successifs, jai pu généraliser les 


résultats obtenus j jusqu'alors (n° 4, 5 et 7), et voici comment : | 

Dans ce qui suit, nous appellerons solutions régulières d’une équa- 
tion celles qui sont continues ainsi que leurs dérivées premières et 
celles des dérivées secondes qui figurent dans l'équation; de plus, « 
et 8 seront deux nombres positifs, et y le plus GERS des deux : on 
aura=a et 821 pour le type elliptique (E), (£1), (C2), %21 et B22 pour 
le type parabolique (&), (&,), (2). Soient alors les équations 


(E ) r + tap + bq + cs + f, (2) 7 —q—ap caf, 
(C1) FAR Fr; Ÿ 3, Ps q)s i (#:) : r—q= f(2; 7, 3,P), 
(€2) Fi, 3; P> q; 7,5, Er} - (Le) Fz; va) 5, P, qs r) == 0, 


sur lesyuelles nous faisons les hypothéses suivantes : 
1° Dans une région & du plan, les coefficients des équations (€) 


ou (®) sont, par rapport à l’ensemble (a, y), ou de classe & en x et 


continus en y, ou de classe 6 en y et continus en a, ou de classe «, 
enawetBeny; £ 

2° Dans un domaine (@ de variation de leurs arguments, F ou vA 
sont, par rapport à l’ensemble de ceux-ci, ou de classe a en æ'et con- 


tinues en y, ou de classe 6 en y et continues en a, ou de classe à en x 


et 6 en y, mais dans tous les cas de classe y en (z,p,q,r,s,0). 
Dans ces conditions, toute solution régulière de ces équations, engi- 
sagée dans & ou appartenant à ®, sera dé même nature que les coeffi- 


_cients, que f ou que F, par ian ax et ¥ 


“Pour (é,) et (£,) on suppose de plus que, quand on remplace z 


_ par la solution envisagée, les dérivées F!,F?, F, Sy f.. deviennent des 


fonctions de x, y admettant des dérivées premières et satisfaisant aux 
conditions 4F, F' Ed, ff, Lo. 


L'avantage de la méthode employée est des ‘applig uer a un nombre 


a quelconque de variables ou à un degré quelconque d’équation (voir, à ce 
sujet, une Note des Comptes rendu, t. 158, dont le développement fera 
. l’objet d’un second Mémoire). Enfin, elle prête à des développements 
intéressants concernant /e problème de Cauchy et le problème du He 


langemant Ne ne 
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I. — Sur la classe des fonctions indéfiniment dérivables. 


1. D&FINITION DES FONCTIONS DE CLASSE DONNÉE. — Nous dirons qu'une 
fonction de variable réelle o(a), indéfiniment dérivable dans un inter- 
valle (a, b), est de classe « dans cet intervalle (') si, pour toutes les 
valeurs de æ appartenant à (a, b), les dérivées de 9 admettent la limi- 
tation = 

n 7 2 
(1) oz T(an) 


< M Re ? 


M et R étant deux nombres positifs indépendants de x, T la fonction 
eulérienne bien connue. La forme de cette limitation suppose « 
positif, mais les propriétés asymptotiques de la fonction I, traduites 
par la formule 


(2). T{p+1)=Varpl ie (+ ae (161<2); 


permettent de remplacer l’inégalité (1) par l’une ou l’autre des sui- 
vantes : 
d"o 


dx" 


(n1)® 
Re 


do 
dx" 


< M 


(3) 


dans lesquelles on peut supposer « quelconque. 
I] résulte de la définition même que toute fonction de classe donnée 
pourra être considérée comme appartenant à une classe supérieure (?). 


(1) Le mot classe a déjà été utilisé par M. Goursat dans le cas particulier où « = 2, 
pour caractériser les fonctions envisagées par M. Holmgren (voir l'Introduction). Cette 
expression fait évidemment double emploi avec celle qu’a introduite M. Baire dans la clas- 
sification des fonctions discontinues ; mais précisément, comme cette classification est 
relative aux fonctions discontinues (à part celles de classe zéro, qui sont toutes les fonc- 
tions continues), la confusion paraît impossible, puisqu'il s’agit actuellement de fonctions 
indéfiniment derivables. 

(?) La nécessité de la définition adaptée résultera nettement de ce qui suivra; mais on 
pourrait évidemment, dans d’autres questions, se proposer une définition plus précise et, 
par exemple, après avoir pris pour chaque valeur de x la plus grande limite de la 


PERS VU 


ai dan ee 


aoe 


\ 


ah ity 


} 


3 K étant un nombre positif. La réciproque est d’ailleurs vraie EE 


“réciproque, Bonut, Fonctions entières, p. 62. Si l’ordre est le nombre 
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Pour « =1, nous obtenons la limitation classique qui caractérise les 
fonctions analytiques : une fonction de classe 1 dans un tntervalle (a, b) 
est donc analytique dans cet intervalle, c’est-à-dire développable en 
série entière en æ — a, dans le voisinage de toute valeur x, apparte- 
nant à (a, b), le rayon de convergence étant R. Quant aux fonctions de 


_ classe «<1, ce sont évidemment des fonctions entières ; leur ordre est 


rom +s: ow % 
ei d'une façon plus précise, si l’une ou l’autre des 


inégalités (3) est vérifiée, même pour une seule valeur de a, o(x) est 
une fonction entière satisfaisant à l’inégalité — 


au plus égal à 


Æ 
K [2] = : 


[p(z)l<e 


* 


La définition que nous avons donnée s’étend immédiatement au cas 


x de Pp variables Dir Bis.) Li: Si la fonction O(x,, 22, ..., 7, ), indéfi- 
- niment dérivable dans un domaine ®, est telle qu’on ait en tout point 


log | 9) (x) | 


ae envisager la borne supérieure L de l’ensemble des nombres ainsi 


suite 


_ trouvés (lequel peut d’ailleurs se réduire au seul nombre L). L satisfait alors aux condi- 


tions suivantes, € et e’ étant deux nombres positifs arbitraires : — 
_ 1° On a, pour toutes les valeurs de z à partir d’un certain rang, - 
i ot (a)| <nr(b+é) 


2° On peut choisir x tel que 
TE | oi”) (a) | > na(L—E£) 


A pour une infinité de valeurs de 7. Il résulte de là que l’on a &2L, car la seconde condi- 
. tion nous empêche de supposer « < L si les inégalités (3) sont vérifiées. La nature des — 


questions que nous allons envisager ne nous permettrait pas, en général, d'utiliser des 
conditions telles que 2°. pee 
(1) Voir Le Roy, Bulletin des Sciences mathématiques, 1900, p. 262-263, et, pour la 


: lui-méme, la 


J i 1—% 
fonction entière est donc du type moyen de M. Pringsheim. C’est ainsi que les solutions 
LÉ CRE NC s\n z2707 + SA À 
analytiques de LSqErEn de la chaleur Er So rT sont des fonctions entières ce x 


> 


d'ordre £açet du type moyen quand leur ordre ést 2. a i 


CM 
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de @ 


> ieee 7 = i 
data... +np D M iy hits no 1% 2, peep ys 
Der wp, da | SS RERP Tipe 


nous dirons que ® est, dans le domaine ® et par rapport a L'ensemble 


des variables x,,æ,, …;æ,, de classe «, en &,, «, en Ly, .…, MELUN ee : a 
Si d’ailleurs « est le plus grand des nombres @,, &, ..…., %p» nous pos HE 
vons dire également que d est de classe « en (&,, Æ3, +++, Lp). CE 

ILest clair que, si certains des nombres « sont S1, la fonction © one soe 


analytique par rapport aux variables correspondantes, et elle est méme | ita 
entière si la classe est inférieure à un. Ici notre objet n’est pas d’envi- 
sager les fonctions entières, qui d'ailleurs ont été déjà longuement 
étudiées : dans ce qui va suivre nous ne (CAPES erons Bee des le carte 5 D 
de classe au moins cale à GUN. SH LES 


« he 


2. PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DE CLASSE See Loe on de classe x 
étant analytiques, il convient de se demander si certains de levee 


caractères ne s’appliquent pas également aux fonctions de classe Sone > 
_ rieure. Une des principales propriétés des fonctions analytiques esten … 
quelque sorte de constituer un groupe : une fonction analytique de. ne a 
fonctions analytiques est elle-méme analytique. Nous allons montrer 
que cet énoncé est un cas particulier d’un théorème général relatif Re. 
aux fonctions de classe 21. _ ; CR “ z = a 
ie Placons-nous d’abord dans le cas ae fonctions d’ une seule Gt a 
variable : soit une fonction p(u), de classe « dans l'intervalle (w,, u 4); ee 
et remplacons u par une fonction u(«) qui, dans un intervalle (x,,æ,), RS - 


varie de u, au, et est également de classe à en æ. Nous allons établir 
que 9 [u(a)] est elle-même de classe « en x dans l'intervalle (CEE 


Envisageons en effet la formule qui donne la dérivée nie d’une 
fonction de fonction : c "est une somme de termes de la forme - = 
(4) a= ire DOI NT Po funy ey 
A, ay TES 55 étant eee des entiers postée : + Remplacons | 
Se ; A4 5 a: 

(1) D'une façon plus précise, le signe © est étendu à toutes les solutions en nombres Hi 


_ 4 + i 


= 
4 


(6). OS | ce (m a) À let (u ak 


SOLUTIONS DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 135 


dans cette formule w et o par les fonctions suivantes : 


Cu 2 
u— m 


p 


puis faisons «=o et u= u(o)—m. Nous obtenons alors, dans le 


premier membre de (4), la dérivée nie de o[u(x)] pour «=o, 


laquelle a peur valeur M fe -» en posant 


(9) Te Ma RS 22. 
p+m p+m 


Quant au second PA de (4), ‘il faut y remplacer les dérivées de wu 


et =e y par | 
= = fae dees ory my oa | 

TL eee oe Ac FM LES 

cé ue r 9 y= ls p 

Nous trouvons ainsi une somme de termes positifs XL,,et nous avons 


° 
n! 


SL, =M 


Revenons maintenant au cas où, dans la formule (4), les fonctions 
u et 9 sont de classe a=1, comme il a été dit au début. Ceci se tra- 


-duira par des 1 inégalités qu'on peut mettre sous la forme 


À x 


i 


pP 


{s 


‘En At dans la formule (4) les dérivées par leurs limitations 
_et A, par A%, qui est au moins égal à A, puisque #21, nous avons une 


Fa limitation de sae dans tout l'intervalle (Xo æ,). Or RUE 


entiers 5 positifs des équations RS Er 


Moi + a= n | LEE MR TES 
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obtenue n’est autre que ZL. Mais on a (") 


< LINE 
YL#S(EL,)*= (wi) : 


n ! 3 | 
Donc Fed est moindre que (Miz) dans Vintervalle (x,, æ,), et 


o[u(æ)] est bien de classe « dans cet intervalle. 
Remarquons ici que les inégalités (6) peuvent se mettre sous la 
forme (3) en posant 


a a (h) h\* 
mt= mi, pa Tr, ju Eten 
On obtient ainsi 
d'o n\x 
st M, 
dx” R? 


avec R*= R,; on a d’ailleurs R <7, d’après (5), et par suite R, <7,. 


Une démonstration tout a fait analogue s’appliquerait au cas ou, 
dans une fonction ®{u,, u,, ..., u,), on remplace u,, u,, ..., UW, par des 
fonctions de x de classe « dans un intervalle donné : si elles y 
prennent des valeurs constituant un champ de variation où ® est de 
classe « par rapport à l’ensemble de ses arguments, on obtient ainsi 
une fonction composée de classe « en x dans l'intervalle donné. 


2° Supposons maintenant que, dans la fonction 9(w) du paragraphe 
précédent, on remplace w par une fonction de plusieurs variables, 
deux par exemple, x ety, u(æ, y) étant, par rapport à (x, y) et dans 
une région & du plan, de classe « en x et 8 en y, avec BZ«. 
Quand (x, y) varie dans A, on suppose que w varie dans (w,, u,) et 
qu’on a 
Orrky 
(7) 


dx! oy* 


AC A d 


TEA TR 
hye e 3 


Lorsque «= §, on voit immédiatement que p[u(æ, y)] est, de 
classe « en (x, y) : il suffit de reproduire la démonstration donnée 


(1) Si, en effet, a est >1, LZ peut s'écrire Ly L¢7'< Lq(2L¢)*—. En additionnant, on 
trouve immédiatement : 
EL <(SL,)%) 


une e somme det termes contenant chacun un Var de 


nee aed 
Fee rea 
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en prenant cette QUE comme fonction auxiliaire u, 

ee : ee > “8 - DIET ‘i 

cas sacB, remarquons que la dérivée ja" aye § se e met 


d’ailleurs facile de donner des exemples de la fausseté de notre 
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| 
variables indépendantes e est immédiate, et nous pouvons énoncer. le 
théorème suivant : KE A ER | (VE: se 


Dans une fonction O(u,, beg sae uy) remplaçons u yes Us, “nee uy, par 
des fonctions de æ,, æ,, ..., æ, qui, dans un domaine ® et par rapport a 
l'ensemble (x,, Lo, ..+, Ly), sont de classe %, en X,, «, en Ly, ..., Hen ae 
et prennent des valeurs constituant un champ de variation où ® est de — 
classe y par rapport à CHERE Ug): si les à sont 21 et 2y, la fonc. 
tion n composée ® est de même nature que les fonctions u u dans (DA ESTIMER 


ra 


Il est clair qu’on peut a aussi désigner par Y le plus petit des œ 
Remarques. — a L’ face “21 est, dans ce > qui araae ue 
à fait essentielle : elle intervient dans l’inégalité SLE<(EL, )*. Il est. 


résultat pour & <1. Soit, par exemple, o(u) =e" et u = e* : ces deux | . ” 


fonctions entières sont d'ordre 2, donc de classe + z= et cependant la. Snes 
ce OA egy chet patty THe 23 ‘a LS” ig go nts en 
fonction o[u(æ)]=e est de classe > > Puisque son ordreestinfini. =. 


ee 


I. La valeur des nombres R qui figurent dans les limitations des 
dérivées de la fonction composée aura, dans ce qui suivra, une grande 
_ importance. Nous avons vu plus haut (1 °)quelonaR<r ou Ry ES eae D 
Peut-on avoir R=r? Supposons pour cela les fonctions uw et L choi- es 
sies de la façon suivante (A et y étant Ons entre o et 1): Si ee 


EC sb (354) + 


~ 


Up + 


On constate immédiatement que la ronstion 3[u(w)], House | 
autour de # =o, admet un rayon de convergence moindre que r- 
si o<m, et veal ar si p2m. Si p=m, la fonction devient 


ew et ee boos sah Bar TER : ory ys ae i ce 1 44 À ba is Sn it ve 5 Ara RATS io 


À 
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et nous avons — | 


th) 3 ph, T(h—2) = LRU see Ep = vy 
u DS vies ai ) LEE ERA Tp BP À 
| ES pv T(n—)y) 
dx” |x=o  V(t—dv) 77 


[avec u(o) = p, 9(p) = pw]. lei donc R =r, et l'on passerait immédia- 
tement au cas des fonctions de classe « par le même raisonnement que 


plus haut (1°). Remarquons cependant que. l'argument de la fonc- 


tion dans la dérivée nième de u(x) est moindre que dans la 


dérivée nième de © [u(æ)]: Or il nous sera utile-dans la suite d’avoir le 
même argument; traitons cette question dans le cas de g fonctions 
de x, par exemple, u,, ..., u,. Pour cela posons 


| am [ie + eee patine + (te), 
re p de: pu 


en supposant o<A<i1<v<2('). ® est développable en série 
entière à coefficients positifs suivant les puissances de =~ 


l'on a, pour uy = ty =. on 2 Uy 6, 


fens ee Da. WY Ys py) 
Bag ap eo Pq 


Prep — M 
us. . du 


Remplaçons, dans Dea Ug, par la fonction u(æ) de la for- 


mule (8), avec m — p: Nous obtenons ainsi une fonction de x 


3 iS ; x dv a 
TES i ol) j i 


| G) Ceci, pour fixer Jes idées : avec un choix AE de x et de æ, on peut supposer 
À quelconque, zon entier toutefois (pour éviter des fonctions logarithmiques). 
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dont le développement en série de Mac Laurin a tous ses coefficients 

LE \ ; 15e eo; : æz\* 
positifs. Or il est facile de vérifier que, si l’on a A’ >A, € — =) 
admet comme majorante 2 — (: — 2), à un facteur près qui dépend 
de À et A’. Appliquant cette remarque au développement de la fonc- 
tion ®, on constate qu’elle a pour majorante 


NX as 
uM [2 —(1— =) jae 
G p 


x étant un coefficient numérique fonction de A, v, g. Les dérivées de ri 
par rapport à x sont donc, à un facteur près, limitées par celles de u, et 
notre objet se trouve réalisé. Si, en effet, nous envisageons une fonc- 
tion ®(u,, ..., u,), de classe « en (u,, ..., u,), les w étant elles- 
mêmes des fonctions de classe « en x, il résulte du raisonnement 
utilisé au 2° que les inégalités (') 


dus T(A—D)FE | dt +e Gi v). (py —v)l# 
(9) dif SP pa? [our ouh M Se Snr aS 


entrainent, pour ASn, py +... + pySn, 
nr a a 
fé | miles DIS 


da" 


(9') 


% etx, étant des coefficients qui dépendent respectivement de À et dea, 
v, g, et dont la valeur nous importera peu. Ces formules s'étendent 
aisément au cas où u; dépend a PRES vas MSN pists 


suffit de remplacer, dans u(æ), — = par = bis + m= et l’on écrit ainsi, 
en supposant que «, soit le Fe petit des a (ef. noie p- 137) 


d'u. thp uj; 


ib) me eu Eis hp TG ar 


û Fr 
re 


gee POP 


En supposant ax = «,, les dérivées de ® admettent alors les mêmes | 
—!). $$ 

(1) Largument des fonetions I ‘peut être négatif, d’après les formules d’extension 
analytique de Fr, sd 


2 

3 

ee. 

À ; ; 

i 
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“Sha limitations que les dérivées correspondantes de w,, sauf le changement 
: _.de xp en x,M. On peut même supposer que ® dépende aussi de 
3 Hy, +. Ly, Ceci se traduisant par ce fait que, si nous dérivons la 
. deuxième égalité (9)'h, fois en a,, ..., h, fois en æ,, nous aurons à 
. multiplier le second membre par la fraction qui figure dans (ro). Ici 
es: encore on obtiendra les mêmes limitations pour les dérivées de la 
3 fonction composée, avec un coefficient x, dépendant de À,v,p,q. 

4 Appliquons ceci au cas d’une fonctionimplicite u(a,, ..., æ,) définie 
4 PERS 20) a NRA EE u) = 0, F étant, par rapport à (#,,...,u), de 
__ classe x, en x,, ..., a, en æ, et y en u (y étant le plus petit des «): 
E _u sera alors de même classe que F en (æ,, ..., æ,). Indiquons seule- 
3 ment la démonstration pour p=1(a,= y =«). La fonction 

es: ce res ae, ys! ar De, u) Su, = Ft 


est de même classe que F et satisfait par suite au genre d’inégalités 
envisagées plus haut. Supposons alors que w vérifie (9) pour ASn; 
dérivant n fois w,=®, on obtient pour w”t" le même type de 
limitation que pour u”, sauf le changement de x,p en x,M. Si 


done on choisit r< =: 


mia — h)* quel que soit a (9) : lieu pour 


1 


Wh = 7 Te 
JL. Le cas d’un produit de fonctions de classe donnée rentre dans 
À SRE [P(r + az) 1% 
i he ; j pr 

(t=1, ...,q), A; étant ou positif, ou négatif non entier : en utilisant 
_ des fonctions auxiliaires de la forme (8) ou analogues si À;= — A, ou 


‘ce qui précède. Soit, par exemple, [u"(æ)|<m 


_ de la forme m(x — =) si A; = + A, le lecteur trouvera ainsi 


‘ du, RE ms [Lin + vie = 
pase Sat aa PA Me Ee 
He ) Sees ay rs ) 


_ vétant égal à la somme des À; positifs, ou au plus grand des À; si tous 
sont négatifs (ceci se voit de proche en proche). À 


Ajoutons une remarque utile: si g=2, les fonctions auxi- 


i Eg aes = 
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ER = ris acs Beige ea pi img = — mehr igi 
liaires wu, et u, vérifient l’inégalité (au, )— uy 1 (thy Ug) C=. 
Si done A, = —A, A. =—A—I, ona 


n|T(n—A—1)|% 


ity, 


(11) | (ey ata) — uf uy | xm, My 


II. — Sur la nature des solutions dés équations du second ordre 
du type elliptique. 

Nous nous proposons d’étudier la classe des solutions des équations 
du second ordre tout d’abord dans le cas de deux variables et nous 
allons, dans ce Chapitre, nous occuper du type elliptique. Mais il nous 
faut pour cela revenir un peu sur le probléme de Dirichlet. 


3. ÉTUDE DES DERIVEES DES SOLUTIONS DU PROBLÈME DE DiricLET. — Com- 
mençons par envisager l’équation de Laplace. 


a. Dérivées des fonctions harmoniques. — Si les valeurs prises par 
une fonction harmonique U(#, y) sur un contour fermé constituent 
simplement une fonction continue, il est clair que les dérivées de U 
cesseront d'exister quand le point (a, y) viendra sur le contour. Pro- 


. 2 OÙ , aU 
posons-nous de préciser l'allure de et ay 


Si le contour est un cercle C de centre O et de rayon R, la formule 
de Poisson nous donne, en désignant par A un point intérieur aC,” 
par N un point de C, 


U(A)= staf Soot vane 


au voisinage du contour. 


Si le point A vient en O et qu’on prenne la dérivée de U suivant une 


(1) Dans toutes les formules que nous venons d'écrire, on peut faire entrer l’exposant dans 


l'argument des fonctions I’ et écrire, par exemple dans (g) et (9), F [ac —))+ a | 
¢ 2 


au lieu de | F(4— 2) |* : ceci résulte de (2). Les coefficients x ont alors d’autres valeurs. 


PAR 


a (Nb ais oe, 


RTC EURE TE NE eee PEU RE SUR TAR TE OR € 
, ss ‘ ik: 
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Frs 
Wo 


direction quelconque Ow, on obtient immédiatement 
ou ; 27 oe 


d’où, u event le maximum de | U| sur C, 


| 


<i se leosd}do, eestaadire -|2U 


Soit maintenant © un contour fermé quelconque, P un point inté- 


rieur, dla plus courte distance de P aux points du contour; le cercle 


de centre P et de rayon dest intérieur au domaine limité pare et, si w 


est le module maximum me U sur ce cercle, & est au plus égal au 


maximum M de ni sur ©: on a donc au point P 
- 4M 
(12) x TES a 


On peut d’ailleurs appliquer cette méthode a la limitation d’une 


— dérivée d’ordre quelconque de U. Reprenons en effet notre cercle C et 


soient (x, 79); (& n) les coordonnées des points A et N: un calcul 


élémentaire nous donne 


eo ee ey 
Mise Ty ~ E—a,+i(n—yo) ur (0 
ante We a thot (É+in)i ? 
mea! | Raia 
ee 2: | TÉL D NC D 


TE 20 noter if 


SiA vient en 0 (x,=7)=0), en posant = Roos}, 7 = Rsin§, 


“LAURE PR] (ap)! 
eee 


n ; ! 27% 
a ae EE f utépeosn+ 8 — 2] 
4 de | 


#4 vient 
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d’où l’on déduit immédiatement qu’on a, au point P envisagé plus haut, 


on+rU 


kw Cr +p)! 
dx" dyP à 


T ad” +p 


On voit done que Les TOE d’ordre n+ p deviennent en général 


Me 
infinies sur le contour comme —— ao - Tl est à remarquer d’ailleurs que la 


théorie des fonctions d’une variable complexe nous permettait de pré- 
voir ce résultat, puisque le rayon de convergence de f(z), ayant pour 
partie réelle U, est égal à d au point P; mais ceci ne nous donnerait 
pas la forme précise de limitation que nous avons obtenue (!). 


x 


b. Dérivees de la fonction de Green. — Placons-nous dans le cas du 
cercle : P(a, y) et IT étant deux points intérieurs à C ou sur C, IF le 
conjugué de II, la fonction de Green relative à ces deux points est 


-~ 
PIN ON 
GU, F) = eT Re à 


Si l’on pose Le Ox) = 9, (PIF, Ox) = 9', on a immédiatement 


0G cos® _cosg’ __ (PIF — PII) (cosg + cosg’) — PIF coso' + PII cos®. 
de PT Pr = PI. PI’ 


On a d’ailleurs PII£ PII’ et, d’autre part, 
| PI’ — P| < Til’, PI coso'— PI cose = IV cos(ON, Oz), 


- OG acca 
Des deux formes sous lesquelles nous avons mis 7x Nous déduisons 


PR CL Se PE Se eee ee eee ns Pe ERE EEA LE ma a 
dn+pU] 
dxraye tnd 
vers zéro quand le point P(x, y) tend vers un point Py de ©, en supposant U continue 
sur ©. Soit en effet U; la valeur de U en P, et posons U = U; + w. On pourra déterminer un 
nombre p tel que, pour P,P < p (P étant intérieur à ©), on ait, sur le cercle de centre P 
et de rayon d, |w|<e et par suite, en P, les dérivées de x et U étant identiques, 
one rie +p)! 
Ox" OyP Fr 
que ceci suppose uniquement © continu et simple. 


(1) Nous pouvons même aller plus loin et montrer que le produit d#+r 


dn+p e, ce qui démontre le fait annoncé. Il importe de remarquer 
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donc les limitations (‘) 

7 

Fit 0G wed, | 3 ILI 


Oa |= dz| = PIL. PH’ 


Nous aurons besoin dans la suite d’une Mes de 5 det à 
étant les plus courtes distances de z et IT à C. Utilisons pour cela la 
première formule (13) pour De et la seconde pour $<, en 
remarquant qu’on a alors mn'<38 et ees Nous trouvons ainsi 
Le 
nitive « on peut écrire, js que soient p et IT dans C ou sur €, 


est inférieur. — pour à ae et à Fi pour EE —. En défi- 


d| 0G 
0 | dy 


À 
< PIr 


À étant un coefficient numérique indépendant de C. 


c. Étude des dérivées dans le cas de l'équation linéatre sous la forme 
réduite. — La solution z 5, en perce unique, de l’équation réduite au _ 
_ type canonique 
SA 7 653 + 
ae prenant sur un cercle C des valeurs données, satisfait à l’équation 
‘fonctionnelle = 


or mero SL 09 ses) GM, P) dE dn + (2,9), 


Le n Garant les ie x3 IT att aan la solution de AC+f=0 
_ prenant sur C les valeurs données. I] est à remarquer que cette équa- 
tion ne suppose nullement l’existence des dérivées premières de z 
sur LÉ il suffit, spose s’en convaincre, d'écrire ee pour un 


—. —— 


F ate fa * 1) i serait facile de voir que, dans la seconde inégalité, le coefficient 3 est op élevé, 
_ mais ce point n'a pas d'importance. SET : 
a Gee RAT, be. Ne; GE XXXV. — Mar 1918. ; Rees “19 


= 
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cercle C’ intérieur à C et de faire tendre C’ vers C, en remarquant que la 
fonction de Green varie alors d’une facon continue. Donc, par cela 
même que 3 est solution régulière de (£), l'intégrale double de (15) a 


un sens. 

On voit de même qu’on peut dériver la formule (15) par rapport à 
x et y en tout point P intérieur à C, ce qui nous donnerait, avec (15), 
un système de trois équations intégrales en z, ee et a Mais, si la 
valeur donnée de = sur C est simplement une fonction continue, les 
dérivées de z cesseront d’exister sur C. Guidés par l'étude des fonctions 
harmoniques, nous poserons 


Oz By Oz 5 


Bee dew dive. D dt 


L’équation (15) devient alors 


: ‘ G(I, P) _, ; 
(17) Heya f Res ba 0 05) dE dn + (a, 7). 


En dérivant par rapport à x et y, nous obtenons ensuite 


d 0G Ce 

21%, Y)= = /f fs (az, + bz +03) q 5 og ean + ds 

(17') ‘ y 
I doa .. ac 

ane ff (ase bat cas Beas 


Fr 


Notre objet immédiat étant l’étude de z, et z,, nous pouvons les 
considérer comme données par ces deux équations, la solution s 
étant supposée connue a priort, D’après la formule (14), les équa- 
tions (17°) peuvent s’écrire (avec 7 = 1,2) 


= - ; are ‘ ; ë 
zi(P) =| K;,, (I, F ee Date ®;(P); 
(C) < À 


les fonctions K sont bornées dans C et sur C, et d’ailleurs continues, 
sauf quand P et IT tendent vers un même point de C. Ces deux équa- 
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tions de Fredholm constituent done un système classique, les poles 
des noyaux étant d’ordre un, et nous avons par conséquent 


Sn |s;|<p® (@ 5 |%,1), 

v. étant un coefficient qui ges dé a, b, R et auquel on peut donner 
une valeur fixe pour R< R, ('). D'ailleurs, dans le cas où R est assez 
petit, on peut résoudre les équations (17 ype, approximations succes- 
sives, et d’aprés (14) on obtient ainsi 


re ; ee la - X 
be | ETES) (AZ {al B>160.. 


a 


Évaluons maintenant : pourz=r, par exemple, nous avons 


=£ ff. (es la Edn + te 


Go étant la {nei RSS prenant sur le cercle les valeurs 


données. Or la première inégalité (13) nous montre que [li dS 


est au Eee égal à ATR; nous obtenons done, d’: apres (12), 


DETTE Be Fee DC FOR 1715, 


M étant au moins égal au maximum de Is fa l’intérieur du cerele et sur 

le cercle lui-méme. Remplacant dans (18) ® par la valeur ainsi 

trouvée: et tenant Compe: de (16), il pene 

| “| ‘a 0s 4p 
Te 


Ep M. 
ae M a ulh(OM LP, 


(20), : 


/ 


es pouvons étendre cette. Saisie: au cas d’un contour continu 
fermé € LE si iP est un point. intérieur dont la plus courte distance di © 


‘yl Nios supposons ici que le système (17') admet t une solution, ce qui a lieu quand , 
on perc la’ solution z comme oan a Prion: "+ 


{ 
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est moindre-que R,. Appliquons en effet l'inégalité (20) au point P et 
au cercle y de centre Pet de rayon d(R—d):ilvient 


M - LM 
et So |< AE 7 + apd OM + FE + Li Re, 


(21) 


L et L, étant des coefficients qui dépendent de a, b, c et qui restent 
fixes pour une équation donnée et pour d<R,, dans toute région-où 
a, b, c sont des fonctions continues. M est le maximum de |3| dans et 
sur +, du @ fortiori dans et sur €. 


Remarques. — Les équations (17) et (17’) constituent un système de 
trois équations intégrales en 3, z,, z., qu'il est aisé de ramener à une 
seule équation. 

Multiplions en effet ces trois équations respectivement par cd, dp, 
b, et ajoutons : en posant = az, + bz, + cdz, il vient 


PA Er OG 0G a. 
(22) tease ff (ge + 00 + on6) 52m a dn 


Ot 4 
+ d(a + Pr + et) 


% est donc solution d’une équation de Fredholm ('); une fois celle-ci 


(1) Le noyau de cette équation ne présente pas de difficultés : il contient 2 hee déja 


À à Ox 
étudié, et 5 qui est < 4. En effet, 
di 
G = £[1+ GR 4) GR —2)] se(i+ Ae); 


or, d£r + à, d'où 
| ase(1+ 2440), 


r2 
c’est-à-dire 
< ao\* 2 48. 
Gs£(i+ =) < 5 


La yésolution de l'équation est done possible, sauf dans le cas particulier où le détermi- 
nant de Fredholm est nul. 


eee ae eee eee RS LS 
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_résolue, z sera donné par la formule (17). La solution de l'équation (€) 
prenant sur C une succession continue quelconque de valeurs données 


s'obtient ainsi avec le minimum d’hypothéèses sur les coefficients, a, b, c, 
J : nous verrions en effet que, pour pouvoir revenir de l'équation (22) 
à l'équation (€), il suffit que ces coefficients satisfassent aux conditions 
imposées à la densité d’un potentiel logarithmique qui vérifie la rela- 


tion de Poisson (*). Remarquons enfin que, par la résolution des 


(1) Donnons ici quelques brèves indications sur cette question («f. Dint, Acta, 1902; 
PETRINI, Journ. de Math., 1909). L'intégrale | 


Wwe DIE CNET 


[voir formule (25)], où l'on suppose f intégrable et [f| <F, n’admet pas en général de 
dérivées secondes : tout ce que l’on peut montrer, c’est que, pour un accroissement À de x 
ou de y, l'accroissement des dérivées premières est moindre en valeur absolue que 


(K)FA| LA] [en désignant d'une manière générique par (K) tout coefficient numérique 


fini]. Pour que les dérivées secondes existent en P et vérifient la relation de Pois- 


son (AV + f)r = 0, il ne suffit pas que f soit continue ; mais on peut se contenter d’une 


condition de continuité pour f, en étendant la signification du symbole AV. La formule (25) 
montre en effet que la relation de Poisson sera vérifiée s’il existe une intégrale particulière 
de As + f = 0, ce qui aura lieu, par exemple, si f ne dépend que de — ou de y ou est 
constante. Soit-alors  , | - = 


: i eR Feb Can) 3 fr=FCE 0) ft x), fr=f (8,1) —f(2,y)s 


et supposons, comme condition de continuité, que l’une de ces quantités f; (i =1, 2, 3) 


-tende zéro quand le point (&, 7) tend vers (x, y); il nous suffira d’étudier l'intégrale V; 


obtenue en remplaçant f par f; dans V, car V pourra se mettre sous la forme V;+ V;, 


avec (AV}+ f)p =o. Cela posé, formons l’expression 


Ay a [OMe hy) OMe) a SG Aha 
Be ah woe Ox Kes eer Oe oa oy : 


Æ 


et soient C,, Cy deux cercles de centre P et de rayons / et J’, Z étant Je plus grand des 


nombres 24 et 24, et l'>2. On peut alors décomposer 43,4 en trois parties A1, Ae, As, 
_ qui seront trois intégrales étendues respectivement à l'aire de C,, a l'anneau compris 


entre C, et Gy, à celui compris entre C, et GC. Si F; est le maximum de | fe] dans C, on 
a | Ai |< (K)F;; 42 et A; se calculent par la formule de Taylor limitée aux deux pre— 
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équations (22) et (17), nous pourrons obtenir pour 3, 3,, 3, des limi- 
tations qui, pour une équation donnée et pour R<R,, ne dépendront 


= 


miers termes, et l’on démontre ainsi sans difficulté, en utilisant A {7 = 0, les inégalités 
a l 
do] <(K)Fi. et [As |< (K)F>- 
l 


Par suite, lorsque À et & sont des infiniment petits de même ordre et que /’ est un infini- 

ment petit d'ordre inférieur à celui de Z, A,,,V,; tend vers zéro (car F; tend vers zéro). 

Si donc on envisage le symbole A'= lim : Ay, (symbole qui se confond avec A quand 
—0, 0 


h 
celui-ci existe), on a 
A’V = A'V;+ AV, =—f (2, Es. 


A’ peut donc exister sans que les dérivées secondes de V soient finies. D'ailleurs le pro- 
cédé de calcul employé (sauf l'emploi du second cerele Cy, qui est alors inutile) donne 


des conditions suffisantes pour l’existence des dérivées secondes : à l’aide des coordonnées 
II 


polaires on montre, en effet, que ces dérivées existent en P si l’une des intégrales ae dr, 
P 


prise le long du vecteur PII, est uniformément convergente quel que soil H (ce qui aura 
lieu, par exemple, si l’on a | fi |< K|.x«—é]%, ou [fo] <K|r—n1*, ou [fg] < Kr, 
avec o<«S1), Si cette condition est vérifiée en chaque point par les coefficients de 
- Péquation (€), la résolution de l'équation (22) donne la solution du problème de 
Dirichlet; si la condition est vérifiée en tous les points d’un ensemble partout dense 
dans C, les dérivées secondes peuvent devenir infinies aux autres points, mais leurs 
parties infinies se détruisent dans A, parce que, en ces points, A tend vers une limite 
qui est précisément A’ (en supposant les coefficients continus en x et y). Si enfin les 
coefficients ne sont astreints qu’à être continus en x, ou en y, on en (x, y), la réso- 
lution du problème de Dirichlet sera possible à la condition de remplacer A par A’. 
Rappelons d’ailleurs que, lorsque les dérivées mer existent dans C et sur €, la 
solution z est fournie par l'équation de M. Picard (4unales de l’École Normale, 1906), 


oT day, G 0b G ) 
Zp= — ——— — — G £ : 
P= — Sf Nr CH nr LE dn + Ep 


En partant de cette équation, on pourrait alors, par une iléralion suivie d’une 


dérivation, démontrer la formule (21), mais le coefficient L ainsi obtenu dépendrait 


da db ARE 
de et ay’ ce qui nous obligerait à des restrictions dans les énoncés que nous avons 


en vue. 


su 


CNRS NOR PRET OE TORRES CA ae 


~~ 
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que du maximum on de |z| sur C. On démontre ainsi que Fal et 


sont moindres que > + £,F [ef. formule (21)] (‘). 


Les remarques que nous venons de faire sont applicables au cas 
où G est un contour fermé pouvant se transformer en un cercle par 
représentation conforme. 


d. Cas de l’équation linéaire sous sa forme g générale. — Soit l’équa- 
“Hane. = 
° dx FURL ej ds ds 0s < 
(Co) no ae Pop td 0 


dont les coefficients sont fonctions de æ et y, dans une région a 


où ac — hb? est positif. Le changement de variables qui permet de 
réduire cette équation au type canonique (&) est classique (voir Goursar, 
Analyse, t. III, p. 82-84) : en posant h*= ac — b*, nous prendrons 
comme nouvelles variables £, n deux fonctions satisfaisant aux 
équations 


(aye RER ep Orage he yee eo, 
| Jar yy y 


Nous ferons ainsi correspondre à une region R peau le point 


P, (as Yo) une région entourant le point (&, nn.) et, si a, b, ¢ 
admettent des dérivées premières, £ et 4 admettront oe des 


dérivées premières, qu'on peut Fee non toutes nulles au voisi- 


re) 


ee eis ane Wee ate: apn fas teres de 
(1) Comme dans le cas es fonctions ee on post montrer que les produits Che 


ca OÙ as tendent vers zéro avec d. Envisageons en effet la première équation (17’), et par- 


Baus l'aire d'intégration en deux parties par un cerele C' voisin de C : on constate 


sans effort que l'intégrale étendue à l'aire de C’ tend vers zéro avec d et que le reste peut 


être rendu aussi petit qu'on le veut en prenant C’ suffisamment voisin de C. On en déduit 


que l'intégrale double tend vers zéro; il en est de même de d a et par suite de z1. La 


conclusion est valable cee tout contour continu fermé sur ae on donne 2. 
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nage de P; ('). L’équation prend alors la forme 


Sas PEAU 
A Take 3 


Q 
w 
tS) 


+ a SE + 3 + fi = 0. 


Q 
IY 


Il suffit d’écrire les valeurs des nouveaux coefficients pour constater 
que l’on a 


(23) |a,| et |b,| <{(A+B)+7, ea [A1<2F, 


les coefficients /, m, n ne dépendant que de a, b, cet de leurs dérivées 
premières et restant finis (à cause de l’hypothèse faite sur les dérivées 
de &, n). 

Cela po soit un contour continu fermé € situé dans & et entou- 
rant P, : au cercle de centre P, et de rayon d,, plus courte distance 
de P, à ©, la transformation (23) fait correspondre un contour y entou- 
rant le point (&, n,), et, si à, est la plus courte distance de ce point 
à y, nous pouvons appliquer en ce point la formule (19), avec R = ony 
et la premiere inégalité (21) et écrire 


Oz 
dE, 


Oz I 4M ’ 
drones Len +? COM + mo 

A,, B,, C,, F, sont des constantes supérieures ou égales à |a, |, | 5, |, 
le, |, | :°on peut donc les remplacer par les seconds membres des 
formules ( 23’). Tout cela suppose d’ailleurs d, inférieur à une certaine 
limite indépendante de la position du point P, et, dans ces conditions, 
on a certainement 3$d,< 6,<%,d,, S et S, étant deux constantes ne 
dépendant que de a, b, c (?). Si l’on revient alors aux variables (x, y), 


(1) Ceci peut se voir, par exemple, de la façon suivante : £, n sont solutions d’une 
même équation aux dérivées partielles du second ordre, obtenue en éliminant l’une des 
deux fonctions entre les équations (23), et qui a les mêmes termes du second ordre 
que (Co); or il est facile d’avoir une solution de celle-ci, par exemple la solution fondamen- 
tale calculée par la méthode de M. Lévi (4nnali di Matemati¢a, 1907) et envisagée dans 
une région ne contenant pas sa singularité. Nous reparlerons de ces solutions fondamen- 
tales dans le second Mémoire. 


(2) Si, en effet, (21, 71) et (E, 41) sont les extrémités des vecteurs dy et Bs, il nous 
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oz 
on pourra donner : à = et 2 awe = la limitation commune 
Yo 


4M 


P 
1— 2A5,d,(1A + 1B + m) [at + ans do(CM + F)|, 


p étant un coefficient analogue à /, m, n. Ceci peut s’écrire 


oe 
oye 


K M. 


Rd Ace Bid, + K,d,(CM + F); 


K, 
| Ps ast supposé inférieur à une certaine limite D au plus les à rea 


K, K,, K, et D sont des nombres ne dépendant que de a, b, ¢ et qui 
sont Gres dans la région & envisagée. En particulier, la formule 
Ss ‘applique à tout contour situé e dans A et intérieur à un cercle de 
rayon D. Aas 


A. NATURE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION LINÉAIRE. — Soit d’abord 


| As+/f(z, y) =0. 


‘La formule fondamentale relative à cette équation est classique : 3 étant 


suffit de vérifier que les quantités 63 = (£;— &)?+ Gi mo} et 4? sont de même ordre, 
Or ae 
bbe (01) oe ta res ws 


ona une formule analogue pour 41— 10. On en déduit que 

| Ce & LV. (one | | 

ue == ae [CG costs + + A) + a cosw) + dr sinw ) +e 

avec ra ; ? 
y= =(4, Ox). 


a Le crochet ne peut s’annuler avec d, que si les dérivées de =, 7, (qu'on a supposées non 

‘toutes nulles) sont proportionnelles, ce qui est impossible d’après (23). Done dy et 69 sont 

de méme ordre. - | 
Ann. les, eran + 3), XXXV. — Mu os = à | 3 . 
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régulière dans une région &, ona i 


I 
age ) 
es ; 4 08 
(25) . s(x, y) = Ss FA 2 Sear ds 


I I ta 
Les AE ar dé d: per Ve 
es ort n) dé dn 


P(æ, y) étant un point intérieur à un contour C, un cercle par 
exemple, situé dans a; r est la distance V(æ — 5) +(y—n), 7 la 
normale intérieure à C au point (&, n) et ¢ et V désignent respecti- 
vement les deux intégrales: ¢ est harmonique dans C, done ana- 
lytique en (a, y), et-V vérifie la relation AV + /(2, y) =o. C'est done 
la nature de V qu’il nous faut étudier. Remarquant que 


0 1 Oia 
da 7 Er? 


nous pouvons écrire 


ov Abe as 


santas Lyfe 


et application répétée de ce procédé bien connu nous donne: 


n—1 1 n—2 xd 
GON et 6] Ay 9 Cr of et L Qr- dat. = 
OLE at À “anne PT apne og te JE 7 


I Srila 2 
ait Sere = =~ dE dn 
zo one 


Done, si f est indéfiniment dérivable par rapport à æ, il en est de 
méme de V et par suite de z. SUPREME de plus f de classe «21 


en æ dans A, c'est-à-dire | ae a LE dans etsur C. Une intégrale de 


eRe GE À PPA 


ye ee Oe Oe NL à 


~~. HA: 


\ 


Re MeN BA né eae «bé de a be js 


4 
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1 % . . 
la forme ike A dy étant harmonique dans C et continue sur C, ses 


dérivées d’ ordre p admettent une limitation de la forme y@ 2- or 4 9 | < ®) 


(n° 3) : donc, pi étanl plus petit des nombres p et d, 


| F 
(26) , a rt 1 Gy en S enn + (gg + CID CA P= Dies 


Or (n ea t)!q LA (n —1)!*; donc le crochet, qui a » termes, est 
inférieur a 2!°, d où 
anv 


Oa” 


Lure Res 


Li 


-On aurait une limitation analogue en dérivant la formule (25) en y. 


On en déduit que z est de classe « en x, ainsi que = 2, Il est clair que le 


même procédé permettrait d’établir que, si f est, par rapport at x, Ys 
de classe x21 en x et B21 en y, len est de méme de z. 


Abordons maintenant l'équation linéaire (c) soit §(z) =0, a, b, c, 
J étant continus et de classe «21 par rapport à æ dans une région & : 
nous allons montrer que toute solution ms (£) régulière dans 8 est de 


a 


Oz 
classe a enæ, ainsi ere 


-Donnons d abord: une idée de la méthode. Soit €, un cerele ae R, 


Py (y) un point fixe intérieur: il s’agit d’avoir la limitation de? sr La 


limitation do 5 s'obtient en fonction du maximum de |3| sur C, et 


Ox 
des coefficients. Or, Ci étant un Gael intérieur à C,, 2 = = vérifie I’ équa- 
tion ce 0 C ) et prend sur C, des valeurs dont la limitation est: 


: og ; ds 
(7) A la vérité la solution de = =o prenant sur C1 les mêmes valeurs que = ne. 


à az “dz a 
coïncide avec © — = que si les dérivées 5 Go existent. Ceci est fagile à montrer : si 
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2 - 5 Oe at . 
connue, ce qui nous permettra d’avoir celle de > dans C,. Nous choi- 


sirons alors un cercle C, intérieur à C, et ainsi de suite : la méthode 
consiste done à employer une suite de contours successifs envelop- 
pant P,, et il s'agit de voir si l’on peut choisir leur loi de variation de 


facon à obtenir une limitation de os ayant en P, laforme cherchée. 


Nous avons vu que les dérivées d’ordre p d’une fonction harmonique 
déterminée par ses valeurs sur le cercle C devenaient infinies sur C 
comme d-?. Nous sommes ainsi conduits à établir, en tout point P 
intérieur à C,, des limitations de la forme 


dP 5 p}° 
| dx? dy (pdr 


OPz 
Ox? 


(27) 


u. étant un facteur convenablement choisi. Nous allons donc chercher 
à montrer que, si les coefficients a, b,c, f sont de classe « en x dans & 
et st les limitations (27) sont exactes pour p=1, 2, ..., n, elles sont 
vérifiées également pour p = n +1. Pour cela il nous suffira d'établir 
en P une inégalité de la forme 


gn 2 
Oar 


gra Z 


(n + 1)!% 
PLV FA RS 


(uae He 


(28) 


H, étant borné quel que soit  : car, siH, << H, nous prendrons p< ne 


‘ 0 CR , 0 ~ s 
D’après ce que nous avons dit plus haut, la dérivée 3, = <= existe 
ou" 


l'on pose F(z) = Az + %q(z), on aura sûrement, A’ élant le symbole déjà utilisé p. 150, 


Fo ; ee 
car =) qui ne contient que des dérivées d'ordre un et deux, est continue (note de la 
page 149). D’après les propriétés de la fonction V de la note citée, les dérivées premiéres 


Z E A 7 > à 
de ac admettent des avcroissements d'ordre non nul, ce qui entraîne l’existence des déri- 


vées secondes de a 
Ox 


A rire vv 
~~ 


ts he hk 


1 


NRA AN EN NT ad Nene ber eas hd FOR ao 


4 


(30) 


ioe abe 
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en P et est solution de l’équation 


’ 05» CES A: 
Az, + a" + be dy + fn = 0, 
: : na: o” Oz Oz Ors, ortiz 
(29) Pex sa (e pes parte SA Re dx" dy? 


Jn ne contient donc que des dérivées dont l’ordre par rapport à x 


est Sn. | 
Soient alors C, un cercle concentrique à C, et contenant P, à son 

intérieur, d, et d, les distances de P, à C, et C., M, le maximum defz,| 

dans et sur C, : on a donc, d’après la haute (25); 

On 

CEA 


On 
dY 


LM, 
id 


+ LiduEa RAS Eads 


Les coefficients L et L, étant indépendants de aed en remarquant que 


les limitations maxima fournies par la formule (27) sont atteintes 
pour les points situés sur C,,-c’est-a-dire pour d= d, — d,, ona 


lsn]<N n\% 
en SB (dea ie 

dans et sur r Ce Voyons maintenant la limitation de /, : nous l’obtien- 
drons en utilisant celle des dérivées de a, b, c, f et de = jusqu'à 
l’ordre n. Mais on ne fera qu'augmenter l'expression ainsi obtenue en 


n+1 > OA = 
lui ajoutant la limitation, non encore démontrée, de Re Sem Dan Oy’ 
d’après (29), ceci revient à calculer la limitation de 
rs Sr = 
(4 ee ee 


en utilisant les Hole (27) jusqu’à l’ordre n +1. . Cette remarque 


nous servira plusieurs fois dans la suite. 
Cela posé, nous pouvons écrire 


MCD 
ren pP 


dc 


0x? 


1 dr b. 
Ox? 


ara FL 


dx? 


PI, 


< AP . 


~ et 
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Imposons : à pe, comme première condition, de vérifier l'inégalité pdse, 
quel que soit d. Nous pourrons alors remplacer, dans (31), p par 
v(d,—d,)('). D’ après la Remarque III du n° 2, nous aurons donc 


oO” ( 0z SE) <a 1)!2 pews AN(n + 


on” Cr Bed, — dn)” > ont” | Tee pe , 


> 


Nous pouvons donc poser | | Gites 


ple. aS (n+ 1) 1%. 
GS PET 7 ER oh eae t= KN —_—_,» 
pea 173 AIS "(ds — an) "ae. 


, 


; M,—N 


et la formule (30) nous donne ~ 


| 02: 
O¥o| 


OZn 
FO 


N(n41)!2 f L 


—————— eee AR a te à Kad, |. 
(do — dr)" (2+ 1)* dy Li | 


Choisissons C, de telle sorte que d, = —: le second membre de la for- 


a pt aN (it) Oe 
mule peut alors s’écrire dy tH axée 
oe Bn ne i\ PP 7 bn L, Kd? E 


Or, dans cette expression, tous les termes restent bornés, et nous 
sommes dans les conditions de la formule (28). Notre proposition est 
donc démontrée, P, étant un point quelconque intérieur à Cy. 

La même snathode S ‘appliquerait au cas où les coefficients de l’équa- 


tion seraient, par rapport à (æ, y), de ares #21 en wet B21 eny. On? 


l2518 
Nios r 
D Lak (pd)r*s 
pour r£n et sSp, elle subsiste sent tea on y remplace r. 
par 2+ rou s pes p +1. On peut RUE prendre cette limitation 


montrerait alors que, si l'inégalité est vraie 


mr me mt nt À 


(3) A la vérité la limitation obtenue ainsi pour a et b (p = =) pourra élre inéimete, a 
mais ceci imporle pew puisque a et 4 ne figurent pas dans fy, mais seulement dans le 
terme ajouté pour faciliter le calcul de la limitation de f,. Nous aurions une (remis 
analogue dans le numéro DM LES nous ne la répéterons pas. 


D is do nn A 6 BN en Nue D a de dE Li a à À de SG AC EE 


L 
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pies r+ s)1%51B-# : 
sous la forme NE en supposant B2a : on considé- 


d'"+PZ oA 


Pera For gye comme solution de l’équation obtenue en dérivant (€) 


_n fois en & et p fois en y et l’on calculera les limitations des dérivées 
premières de cette solution en choisissant comme contour un cercle C,., 


di 
tel que d,,, = — 
D. ÉQUATIONS NON LINÉAÏRES. —- Nous allons suivre la même marche 


que dans le numéro précédent, avec quelques an erenees de détail. 
tout d’abord l'équation 


(0) : à As+f(æ, y, 5 p,q)=0 


et supposons que la fonction f soit, dans un domaine de variation © 
de ses arguments, de classe « en (x, 2, p, 7). Il s’agit d'établir que toute 


; fi at ; J : Peet, Oz 
solution régulière z APPARTENANT A ® est de classe à en x, ainsi que jy Nous 


entendons par la une solution z telle que sa valeur, celles de ses 
dérivées p et q, et les valeurs correspondantes de x et y fassent partie 
du champ de variation ®. Notre hypothése est done, dans ®, 


GMb +s f 


à Cr A) (sv) Bia) 
On": 03": dp": dq"s : 


ae < Fo; 


ons pt SEA, 


avec oO ALI1<V<2 (cf. n°2, Romanus IT). Nous allons employer, 
comme plus haut, une suite de cercles C,, mais ici pet g sont supposés 
finis dans et sur C,, de sorte que d n’apparaitra en dénominateur qu'à 
partir de z, et que la suite des cercles débute par C,. Nous suppo- 
serons donc qu'on ait, pour MER LS étant le coefficient de la for- 


mule (9), 


our! 3 Oo” p Sent eee À) [# 
(33) Es | = jee]: MOT Te 
x ST Lu de pees es a mete d"q 
| et la méme limitation pour Jam oy ER Nous allons montrer que 
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cect est vrai pour m =n. Pour cela, dérivons n fois (&,): il vient 


L Of 02, Of 02, 
(34) On AE Oa te dq oy 
f, ne contenant que des dérivées d’ordre Sn. Si nous employons la 
lettre d, au lieu de à, pour désigner les dérivées de la fonction com- 
posée de wet y, f(æ, y, 3, p, 7), où z,p, g sont remplacés par leurs 
valeurs en fonction de x et y, nous voyons que | /,| sera inférieur 


à la limitation obtenue pour = au moyen des formules (9), (9°) 


[p.140], (32) et (33) (avec d— d,— d,). Pour faire ce calcul. 
on peut supposer x choisi de telle sorte que la limitation (33) 


s'appli ia 2" et qu’ lacer dans (3 
s'applique aussi à =; et qu'on puisse remplacer dans (32) p, par 


(ds —d,). On obtient ainsi [d’après (9'), avec M = Fu(d, — d,)], 


JC — 21 


ae RS ES UE 
( 9) ful <P Te 


Or la formule (30) s'applique à l’équation (34) en supposant C, suffi- 
samment petit : Let L, dépendent alors de /, et f, et sont fixes, quel 
que.soit m. Remplacant dans cette formule F, par la limitation (35) 


|{(m—1—A)|* ., . 
etM, par Fo P Tu (dy — dpi? il vient 
dan} 4, | 22a). He Li _ Lin Fd, 
dæ | dy | ~ [u(do— dy) | (n—1— 2)¥d, gee be 


Sled ae . on a ainsi une expression de la forme [ef. (28) et (31')] 


IT (2 —A)) |* - 
Me wey CRE bH,, 


H, étant borné, ce qui démontre les formules (33) pour m= n. 


Passons maintenant à l'étude de l'équation 


(C2) J(2,7, 5,P, 9,1, 8, t)=0 (4 fr fi— 0), 


C0) 


POMP ANTS OOM TH AT Ret POSE EUR 
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J étant, dans un domaine ®, de classe « en (a, 2, Dy AL r,s,t). Nous 


pouvons mettre cette équation sous la Forme Gun? Remarque Il 
es 


p(2 9; 5 Ps gr s)+t=o (igh 0,7 > 0), 


0 


_ 9 étant de classe « en (a, 5, p, q,r, 3) dans un domaine ©’. Une déri- 


vation par rapport à x nous donne | 
| TRS EME re F) dass 

36). PEE 3c iO Leda SYS belay 2 Ne Rad de PE RE 

( À PR ra 2e or Vos + % og +2 Ce 


Les diverses dérivées go’ de qui fi figurent dans cette équation étant 


_de même classe que +, nous écrirons, comme dans la formule (32), 


| d'atrrt. ong g! 


[Pm = 2) Pom =»). (ng —») | 
loam... dss : : 


n fat... +" 
Pi 1 p i 


ee “ Do 


z et ses dérivées premières et secondes étant finies tag @', nous sup- 


ARE 
gm+2 = 


EE xz m+2 


| NN m — À) |* 
(He aye 
gm+2s S Os 
dx™ dy  dx™? 
cercles commencera à C,. Au cercle C, correspond l'équation obtenue 


(m< a=) 


(38) Lu oe 


dx" m 


eee 


et la méme limitation pour ici donc, la suite des 


en dérivant n—1 fois (90 


O°, : ! ie 022, 


he eae 
Con + 9 02} es 
[una fonde] 


nne contenant que aise HAE d'ordre Sn. En supposant |}, |®,|, 


ee a et Ms = ‘| moindres que À et 1Pal <®,, la formule (24), J 
a ratte équation etaC,, donneenP, — 

aes a 4 + -K M, 2 

Les EE eee, dy ®,,. 

pal © |dy,| <K—2nAd, de Aie 


Ann, Ee. Norm., (3); XXXV. —- Jun tee C sd 


TRE 


et M, par x 
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Pour calculer la limitation ®, de 4», nous remarquerons que 


onl <1 dal + | Xnl 
avec ; E. 


_ dm} ar, és Or  ,0"s 
Yn = 7 TEL (¢: 0x Ow — Pr Fn Ox” — 9 5g 0x"? 


(40) | ; fe 
ere: rs at oh Sert PS. nouer 


et nous supposerons une fois de plus que la limitation (38) s'applique _ 
aussi aux dérivées mi de 3, p, g et qu'on puisse remplacer dans (37) ~ 
oe, par u.(d, — d,). Utilisant alors la Remarque ml (n° 2), et en pue 
USE la formule (11) pour },, on trouve 


(n —1)|[T(n —1—A) |* 


| Pe 
TT ral 60e Gi) 


FEU) re CET) ES 
£a remplaçant, dans (39), ©, par la somme de ces dE limitations is 
of “ene on obtient l expression ese Von ES 
Ahn 1) SRS Vent | 
AT = pee: And) ad, N° dx] Ë 
. Si l’on pose encore nd, = d,, on De une fois de plus une expres- es 


sion de la forme tgp PDE a H, étant borné, et les for- 


mules (38) sont vraies pourm—n—1:3 el = sont donc de classe à 
en x. - : 
D’apres les hypothéses faites pour établir la formule (24), on sup- 


pose que, lorsqu'on remplace z par la solution étudiée, les dérivées 


9 et @,, et par suite /}, f,, f, deviennent des fonctions composées 
de x, y admettant des dérivées premières. 


_ L'extension des considérations précédentes à l'étude de la classe = 5 
par rapport aux deux variables æ, y est immédiate. Si, dans l’équa- 
tion (£,), on suppose f de classe « en (x, 3, p,,r, 5, ¢) et B en y(@S8), | 
s étant une solution pute pour laquelle les dérivées f,, fis i ie 


à 


FT TRY 


Re, 


NP eh PEN ET à 07 
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satisfont aux conditions énoncées plus haut, on opérera comme il a été 


dit à la fin du n° 3, en utilisant pour la fonction f les formules 
du n°2, Remarque II, relatives aux fonctions de plusieurs variables ; 
la marche à suivre dans les calculs est la même que dans l’étude par 
rapport à x. Nous aboutissons ainsi aux résultats énoncés dans l’Intro- 


duction. 


_ III. — Equations du second ordre du type parabolique. 


+ 


Nous allons procéder, pour le type parabolique, comme pour le type 
elliptique. aba 


- 6. ÉTUDE DES DÉRIVÉES DES SOLUTIONS DU PROBLÈME DE LA CHALEUR ET DE 


SES GENERALISATIONS. — Envisageons d’abord l'équation de la chaleur, 
avec ou sans second membre (c/. Goursat, Analyse, t. III), 


a. Derivées des solutions de 6s =o. — Considérons un contour rec- 


tangulaire (C), formé d’un segment A, A, parallèle à Ox et de deux 


demi-droites issues de ses extrémités, parallèles à y et d2 mim? 


‘sens : un changement de coordonnées qui laisse invariable l’équation 


permet de supposer A, A, sur Ow, A, en O (A, A, =/). La valeur de 
la solution de 6z = o prenant sur (C) des valeurs données est fournie 
en tout point P(æ, y), intérieur à (C), par la formule (*) 


2 Va (2, y) = 1e Exc 3 J)z(0,n) — ol n3 ry) (1h) | an 


U | “ 
| +f G(E, 0; w, y) (é, 0)dé. 


: (1) Au sujet des équations paraboliques, voir mon Mémoire du Journal de Mathéma- 
tiques (1913) : je le désignerai par /. M. Rappelons brièvement ici les principaux résul- 
tats relatifs à l'équation Ôz— f. Les caractéristiques de cette équation sont Îles 


/ 
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La fonction de Green G(Ë, n:x, y), relative au contour rectangulaire, 
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droites y = const.; un segment A, A: de caractéristique et deux arcs ( et C> issus de A; 
et Az, situés au-dessus de A; As, ne se coupant pas el rencontrés au plus en un point 
par les caractéristiques, forment ce que nous appellerons wz contour (C), sur lequel z est 
donné : on se propose de caleuler = en: tout point P intérieur à (C), c'est-à-dire apparte- 
nant à un segment de caractéristique M; M limité par les deux ares. La valeur zp ne 
dépend que des valeurs de z sur la portion (Cy) de (C) située au-dessous de M; Mb, 
d’ordonnée y; il est facile de démontrer l’unicité de la solution, et celle-ci s’établit même 
pour toute portion (©,) d’un contour continu simple ©, ayant ses extrémités en M,, M 
et située au-dessous. Tout ceci est vrai également pour l’équation 


d?z . oz 


03 
A CRE ae +cz+ f=o0, 


a, b, & étant fonctions continues de x, y, avec b < o; de plus, si f = 0, ona 

| zp| < KM, 
M étant le maximum de |z| sur (Cy) el K un coefficient qui dépend de b et c, égal à un 
pour Ôz =o (J. M., n° 18). 


Pour caleuler la soliton dans le cas vas contour (C) et de l’équation &¢z = f, on uti- 
lise la solution fondamentale | 


(41° ) U(Ssy) ss Clie = 


_ (a y 
e #0 —1);, 


Vr—" 


qui dépend des deux points P(z 7) et H(E,n) et permet d'obtenir la formule fonda- 
mentale 


dz oÙ Et | 
2Vrsm = fl usa+ (US 2%) dif [UF nade, 


(Gy) 


Sy élant l'aire limitée par (C) et la caractéristique d’ordonnée y. L'emploi de la fonction 
de Green 
G(§, 4; 2,7) ou G(H, P), 


2 


‘ LT 022 GE > à « 
solution de l’adjointe oF + on =o ens, 4 (et de 6s =0 en x, y), nulle sur C ot C; 


et admettant en P la méme singularité que U, permet d’éliminer les valeurs de > æ Ne ce (C): 


la formule ainsi obtenue se déduit de la précédente en remplaçant U par G et see 


oz 
le terme en oe Dans le cas d'un contour rectangulaire, on a la formule du texte 
(avec f = 0). 


We 


Lin An CS 


DE 


PT QT 


PAM Seance cal 


‘ 


(42) | 
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est donnée par la formule, obtenue par la méthode des images ('), 
; : a o 13 - (u+2nl)? 
(di) G@=4(@— 5 y— 9) He +8 y [tw nae ye E |: 


Si P, et P, sont les symétriques de P par rapport à M, et M,, on peut 
mettre G sous la forme [voir formule (41°), p. 164] 


UG,Py= UM, P,) — UCI, P,)+H, 


H étant une fonction analytique de ¢, n, a, y pour y > n (nulle ainsi 
que toutes ses dérivées pour y= n), et cela quels que soient P et II 
dans (C) ou sur (C). Donc, en isolant ce qui provient de H, 


fi*s 


a y 2 
.2Vr 2x, y)= ae eet a, a 
ph oe NS TEN POEM ED 


| + + 
- +f —e. 7 a(E ode +. +3, 
les termes non écrits étant tout à fait Lena aux deux premiers 
t  éfant une fonction continue de (x, y) dans (C) et sur (C), ainsi 


_ que toutes ses dérivées. Si, dans les intégrales de la formule obtenue 


en dérivant (42) par rapport à x, on fait les changements de variables 


w= he(y—n), wa—t=asvy, ie 


on constate immédiatement que EE | est inférieur à 


«(Be ue), 
PANCE ae l—-x Vy 2 


- (4) VOLTERRA, gaa de Stockholm, Remarquer que la fonction | 
FGF EEE, y = ny 


nest autre que Ja Rein ones & la fonction de Neumann et relative au cas où l'on 


oz 
donne z sur la caractéristique et — sur les côtés verticaux. La solution de ce dernier pro- 


Ox 


OU 
; bleme s ‘obtient en remplaçant dans la formule fondamentale U par Gi ot = prae zéro. 


ME, AMAR 
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M,, M,, M, étant respectivement les maxima de [3] sur Ow et sur les — 
deux côtés verticaux et K un coefficient sera CAS ). Par suite si, 
d’une maniére générale, on désigne par d,, d,, d, les distances d'un. 
point P, intérieur à un contour (C) rectangulaire, aux côtés horizontal 

et verticaux de celui-ci, on peut écrire a 

dz 


th 


2M Fics 
te. 


t 


(43) Be 


t étant le plus petit des trois Santee Va, , d,, d,, M le maximum de Is| 

sur(C), A un nombre dont la valeur n’importe pas à notre objet. Il résul- FA 
terait de la, d’après la méthode des contours successifs, que nous = 
appliquerons plus loin, que 3 est une fonction analytique de æ ; 


dans (C), la dérivée nie™e étant limitée par AM os - Mais ceci peut se 


voir directement, en étudiant dans le plan de la variable complexe 2 
les termes de la formulé (42) ou encore de la formule fondamentale 
relative au contour rectangulaire (J. M., n° 43) : dans ce plan, s est — 
une fonction analytique de x al’ intérieur du carré ayant pour sommet 
l'origine et une diagonale horizontale égale à 7. Nous ne nous attarde- 
rons pas à ce point de vue. En ce qui concerne la variable y,ona Sie 
la méme méthode que plus haut : | 


_yM at 


as 


oy 


Ainsi que nous I’ avons sdit dans I’ Introduction, I analyticité de = par 
TÉREOTEl à x montre que = est de classe 2 en y : cette double propriété 


Sy 


Pe aS = À ans : + | ‘ - 
(1) Plus généralement, on voit sans peine que Jpn Contient des intégrales de la forme — 


y : xP . é i | 2 t patyp jk a ee + , 
iE Set AAAS Sa en) dur [ San ewes He, Ra oe | 
: | 4 ae n+ ? 

n END 208 , Seton see eee + 500 


4 


marie ; eit 
qui deviennent infinies sur Ox et Oy comme y 2 etx-2, — ‘ 
‘ : ae : NE 
Ce | : éd 3 Re 


< 


te 


gi RA Pa CAD Mat, HS 
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a même lieu par rapport à l'ensemble (x, y), car on a 


O+P z 


niap! 
dx" oy? 


<KMSSE (1). 


Envisageons maintenant I’ équation avec second membre : la solu- 
tion Z, s’annulant sur (C) est donnée par la formule 


Ben ff GE may) fend dn, 
Le Sy » : 


et ceci nous conduit à étudier l’intégrale 


eee aft U(E, nj æ, y) J(E, n) dé dn, 
By Sr 


qui figure dans la formule fondamentale (note p. 164) et qui est aussi 


solution‘de ds = f. La dérivée os s'obtient par la dérivation de U sous 


(1) Une étude plus approfondie oe le Nee complexe montrerait que R est égal 


au plus petit des trois nombres Vado, SES pe La méthode des contours successifs don- 
nerait également R = ut. Quelle signification faut-il donner a ¢ quand la frontière est un 
contour continu simple © ouvert vers le haut? Il est facile de voir que, si ¢ désigne le 
minimum de V(x — §)?+ y— n quand le point (&, n) varie sur (Cy), toutes les formules 
de limitation subsistent. Soit, en effet, la parabole (x — x )?+ y —y'= #, w'et y’ élant 


les coordonnées courantes : elle est intérieure à © d’après la définition de ¢, et il en sera 
done de même a fortiori pour le contour (C) rectangulaire ayant ses sommets à l’inter- 


ere 
section de la parabole et de la ne y— y= aah Pour ce contour on a, en P, 


di = d;= = =; 


2 


en appliquant les formules de limitations à ce contour et remarquant que, sur celui-ci, 


E | est inférieur au maximum M de |z| sur ©, le résultat énoncé se trouve établi. Par 
ON+P Zz 


une méthode calquée sur le cas elliptique (note p. 144), on verrait aussi que A re oye 


tend vers zéro quand P tend vers un point de © 
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le signe intégral. Un simple changement de variable nous donne, en 
supposant | fl <F(n— 7} (J. M., n°8), 


F(y —70)8+t 


Go. (z/<P EME JE 


limitations valables pour un contour (C) se (p. 164), limité 
inférieurement par une caractéristique d’ordonnée y,, les arcs C, et C, 
étant a distance finie ou infinie. Si (G) est rectangulaire, G étant 
alors égal, comme on l’a vu plus haut, à une somme algébrique de 


trois fonctions U et d’une fonction régulière H, les limitations de Z, 
OZ, 


et seront les mêmes que (44), à un facteur A près (!). 
b, Etude de - qe — Reprenons notre contour rectangulaire de la 
page 163 (n° :. a): 7 désignant la quantité analogue à z et relative 
au point IT, nous aurons à envisager dans la suite l’expression : ns 
T OX 


naturellement, il suffira d’étudier le cas 4 > +7. Deux circonstances 
peuvent se présenter suivant que ¢ et z sont relatifs à un même côté du 
contour ou à des côtés différents. Il suffit d'envisager la première 
hypothèse (c’est-dire les deux cas t= @, 7 =§ et t= Vy, 7= yy), 


car dans la seconde, d’après la définition même de ¢ et de < est plus 
petit que si ¢ et 7 ae relatifs au même côté. Crne donc par 


x 0G 
étudier = ae avec Fe —etæ >> EË : nous avons 


dx 


(45) roi OG. 
6. dx Ë Oa? 
il nous suffira done d'étudier la limitation de “== $8. D'après (a. 
OG dÉ(x,, y — 
De =e (t—E<z <z+t), 


| 
(*) En remplaçant G par G; dans l'intégrale Z,, on obtient l'intégrale Z; telle que = 
s’annule sur (C) : elle donne lieu aux mémes limitations que Zi. 


ty ee ae Et 


galité u<e® 3 déduite de ex <e% en: posant us ea. 
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et nous pouvpas poser 


ee stay, 
Deena aR ea VAN a oF ), 
x (y—nÿ A(y—n) 2 


cr étant une fonction bornée quand P et IT sont dans (C) ou sur (C): 
ae s'exprime en effet par une série convergente ne contenant que des 
exponentielles à exposants tous négatifs. En utilisant l’inégalité 


e ; EN 
ue" < e lu (o <951— Z| 08 PAT a: 
e | 
: : o | ‘ : À 
et en remplaçant x, par æ — € dans l’exposant de e, nous pourrons 
doncécrire —~ Se | 


, 0 tr — #2 
0G 2x —Ÿ jar 
= RE EE ales Mite SEN La Ey Sah: 


(y —1n} 


On déduit a la la limitation de 


æ 0G 
oe 
nr) Le jal dE dns 


d'après (45), cette intégrale se décompose en effet en deux parties : 


0 


‘la seconde n’est autre que LE quant à la première, sa limitation se 


calcule, à l’aide de la formule (46), exactement comme celle de et 
puisque le second membre de (46), à un terme borné près, a la même 


forme que = ia Donc I, a la méme limitation que = 2, x un facteur près. 


PE TE 1 pe 


(Q) On voit. immédiatement ceci en hel i par e-* les deux membres de Piné- : 


u 


De méme l'intégrale 


, 


. 


Ann. Be. se 3. SERV — Jury 1918. ‘ 22, 
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AE RE nas 0% ES 
a la mème limitation que — : en effet, si 
. 7 I 
SI < Fnf je>-4], 


la formule (44) nous donne (ici y, = 0) 


[J ee ), fs RE 
° A: RE LIL RS Bei a Ra . 


Si nous désignons d’une manière générale par la notation [9] une 
limitation de ¢, c’est-à-dire une quantité Z[+] dans le domaine où l'on 
envisage la fonction 9, nous pourrons donc écrire 


(44) Fe val fe Da J dE de] Be Est 


H étant un facteur borné dépendant des dimensions maxima de §,. 


c. Etude des dérivées dans le cas de l’équation linéaire sous la forme 
réduite. — Ce qui suit va présenter avec le cas elliptique de grandes 
analogies. La solution de l’équation 8S 
(@) RAA + C3 + f, 

Ox 
prenant des valeurs données sur un contour (C) situé dans une région 
où les coefficients sont continus, est donnée par l'équation fonction- 
nelle 


Re Et NAT CERN ; 
(47) west n= He ff (ages et) eue æen Etes) 


€ étant la solution de ¢s=/ prenant sur (() les valeurs données. 
Comme dans le cas elliptique, cette équation peut être dérivée par 
rapport à æ, ce qui donnerait un système de deux équations intégrales 


Ag, tee À Mi ché 
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en z et 2 AS = Supposons le contour rectangulaire et posons ao = =, 


t sr ee la même signification : il vient alors après dérivation 


Sy : -4t0G 1G 
(47) ee N=SEf Planter nt a dE du +0 . 


Supposant la fonction z connue a oe 3, est fournie par l'équation 


dr _-! pies t 0G É 
ANSE f {lanes ed dn + 02.9) 


@ étant une fonction connue, avec |9|<®. La résolution de cette 


équation se fait par approximations successives, d’après les for- 


mules (44) et (44°) (' ) ce qui nous donne |;, | < uP, vu étant un 


( ‘) Cf. J. M., n° 20. La convergence des approximations est d’ailleurs immédiale : on a 


ts rare AVEC po, ony be = ped ies-on er 


et les formules (44) et (44! Me nous Sur en apérant de proche en proche, H étant un 
coefficient numérique et A > |a|, 


Ainsi que dans le cas elliptique, nous pouyons utiliser les équations (47) ct (47!) pour 
obtenir la solution de l’équation (®) prenant des valeurs données sur un contour rectan- 


gulaire, avec le minimum d'hypothèses sur les coefficients. En effet la fonc- 


tion S=a%-+ctz satisfait à l'équation, analogue a (22), 


Here) ended (ae). 


et l'on en déduit immédiatement la valeur de z grâce à la formule (47) : = sera alors 
solution de (®) si a, c, f satisfont aux conditions imposées à f pour que l'intégrale Z 


_admette en P des dérivées vérifiant 0Z = f (J. M., n° 9) : ces conditions sont analogues 


à celles. du cas elliptique, les paraboles de sommet P et d’axe vertical ns ici le rôle des 


= 
vecteurs issus de P. La dérivée — se ‘comporte comme la dérivée seconde RC : si f est 


or 
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coefficient fixe quand la hauteur de S, est inférieure à une certaine 
limite. Le calcul de ® est immédiat, car 


wa Z 0G y a, 02 

om coef (Ore 

s étant la solution de 6s = o prenant sur (C) les valeurs données. En 

supposant |c|<C, |/|<F,|s|<(M dans et sur (C), on a done, 

d'après (43) et (44), o = (CM +F) = y: +AM, T étant le 
T 


maximum de ¢ dans S,. D'où 


ApM  2T Vy 


Oz =. Nig 
ae ; ey a + F). 


On peut donner a cette limitation une autre forme, en utilisant le 
contour rectangulaire tel que, relativement à celui-ci, on ait 


ae Rat tac ; on 
intégrable, ces deux dérivées n’existent pas en général, mais cr et Z admettent par rap- 


port à x et y des accroissements d'ordre non nul (/. M., n° 43). Si f est continue, on 
peut donner une extension du symbole ôZ semblable à celle que nous avons signalée 
pour le cas elliptique et conduisant à des remarques analogues, que nous ne répélerons 
pas ici (7. M., n° 46). 
ne Du 0 : sees 7h 
Les conditions d’existence de a sont réalisées en particulier quand fest dérivable en x 


ou en y, ou encore admet, pour un accroissement de x ou de y, un accroissement cor- 
respondant d’ordre non nul (/. M., n° 40). Ces conditions sont évidemment les mêmes 


(1 FRA : \ : à 
pour F3 : C'est ainsi, par exemple, qu’on a pour un contour rectangulaire [ ef. 7. M. loc, cit. 


formules (26) et (26’)] 


(48) aR =f Gif, na — ff Gs Lat ay 
4 (CE) “s, Ë 
‘es = 96 ” 
= Jen i jy LAE, a) PE ING a, 


G; étant la fonction de Neumann (note p. 165) : la première formule s’applique quand te 
existe, et la seconde pour | f(E, 7) —f(&, 7) |< K|y—7|*. En remplaçant dans les 


intégrales G, par G, on obtiendrait l'expression de a : 


> 
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de ni Va = T — 2 au point P. En appliquant la formule ci-dessus 
à ce contour, intérieur au premier, et en peverduant que y — yy est 
alors égal a 2, il vient 


eo} = 


L, et L étant es coefficients s dépendant a aetc, , fives pour une équa- 
tion donnée dans une région bornée ou ë et c sont continus. 


Voyons maintenant la limitation de © Te : cela revient, d apres (@), à 


limiter Le Utilisons pour cela un contour rectangulaire (G, ) intérieur 


à (C )-et tel que, au point P, la valeur de ¢ par rapport à (C,) soit la moitié 
de sa valeur per rapport à (C)[cf. p. 178]. Dérivons l'équation (&) par 
rapport à æ : oa sera la solution de l’équation ainsi obtenue prenant 
sur (C,) des valeurs connues, dont Ja pues sera fournie par (50), 

qui nous donnera également la limitation de = dans (G,). On trouve- 


immédiatement ainsi une limitation de la aies 


à ba] = M d < 
(30!) Eee Dee Licks (| lst ) 
Sr cr Li dépendant de a, c et des dence a, Ne peut établis une 


ue analogue, où les coefficients ne ee que de a, c, 


CASE 


(31). LM 


ed Ka a ey OR ( | ee F: 


BIS 


cs, A ; ; 4 : : ; = : oz | ety «3 
att Voici comment : calculons la solution de (@) connaissant jp sur les côtés verticaux 


_de (Cs) et z sur le côté horizontal. D'après la note (1), p. 165, nous aurons 


(49) Ne Ga sd + Gi 5 de eS CE 
( Cy) 


Desenant par met 2 les dai fn simple el LUbte on a done z= 2,-+ 22. 
Or z+ admet un accroissement d'ordre voisin de un en y (7: M., n° 13) et z: 


où À est négatif. Le changement de variable 
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En remarquant que 5 est solution de l’équation obtenue en déri- 


vant (®) par rapport à y, on obtiendrait également, à l'aide du con- 
tour r (C ) utilisé plus haut, la formule de limitation 
os UF 


+ PE AA LP; 


(52) | Le. 


Ox dy 


1 


on peut déterminer les coefficients de façon qu ‘ils soient les mémes : 
dans (51) et Sees 


d. Cas de lé PR linéaire sous sa forme générale. — Soit ’ équation 


ME SEE de CR 
(Lo) 3 | gat Ao + bar + ce timo, 


_ dont on envisage la solution prenant des valeurs données sur un con- 


tour rectangulaire (C) [x = x,,æ—x,,y =y,]situé dans une région 


~ 
“ 


VTT D de = (0, y) 


PE 


! 
1 


STE 0z By, . 
. a une dérivée — de la forme 4; zl; étant borné, De méme, en dérivant la for- 6 


aig 
mule (49) par rapport a. x, on voit que = = admet un accroissement d'ordre = en y et 
ee ee 
que — a = 4. Pour étudier la dérivée de l'intégrale double z2, nous rs ais 


par itération : en y remplaçant. z par a+ 32, nous aurons une partie relative à Ze, Qui 


admet une dérivée en y grâce à l'accroissement de z2 et Fa [of formule (48)], et une 


partie relative à z1, que nous décomposerons en deux en nt l'aire au moyen d'un 
contour (C2) défini par rapport à (C,) comme (C;) l'est par rapport à (C): l'intégrale 
étendue à l’intérieur de (C,) admet une dérivée en y [cf. (48)], et l’autre se dérive | 
directement. Le résultat de ces opérations est d'obtenir pour Eu une limitation de Ja 

La | 


| forme — + LPs, avec NT > Fe | dans et sur (C1), On passe de là à la foretue (51) on’ 


sdloalei M’ au moyen de ( 50). 
- 
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transforme (@,) en une équation du type canonique () ('); le 
point P(æ, y) devient P’(a’, y) et (C) devient un contour (C’) bordé 
par deux courbes C, et C,, d'équations æ = v(a;, y) = X;(y)[i= r, 2]. 
Cette transformation suppose que b admette des dérivées premières et, 
par suite, nous sommes ici dans le cas où 


7 14% 


|Xi(y) — (eekly y] A foxasi (JM, p. 809)]. 


Envisageons alors le contour rectangulaire (y) intérieur à (C’), admet- 


res 


tant comme côtés verticaux les droites d’abscisses et ayant 


un de ses sommets au moins sur (C’); soit ÿ, V évdonriée de la caracté- 
ristique inférieure : les formules (51) et (52)s’appliquent à l'équation 
réduite (2), au point P’ et a (y), en remplaçant ¢ par le plus petit des 


= X; 
nombres 7——~ et wey, y,, soit t. Siy, =¥,  estle plus petit des © 


des 2 À et de Yo» soit Lo Si y, = Vis l’un des deux points 


(ES Fat by) est sur C; et l’on a donc 


X, 14% 
EXO) cxiy— LS 


d’où 
à Ver Ke SO), 


de sorte que ¢’ est, à un facteur pres ne dépendant que de (C) et de b, 
plus grand que ¢,. Il résulte de la que les formules (50) et (51) 
s’appliquent au point P’ en remplacant ¢ par 4, à un facteur près et, si 
l'on revient au système (æ,y) et à l’equation (@,), on en déduit immé- 
 diatement des formules complètement analogues à (50), (51) et (52), 


(*) Dans cette équation réduite les coefficients dépendent des dérivées premières de D : 
il semble Les Aie l'existence de ces seules dérivées ne suffise pas pour calculer une 


limitation de => et qu'il convienne par exemple d'utiliser certaines dérivées secondes 


de b. En réalité il n’en est pas ainsi, comme nous le verrons dans le second Mémoire à 
_ propos de la recherche directe de la solution fondamentale de (Ro). 


su 


, 
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dans lesquelles les coefficients dépendent de à, b, €, b,, b,, et aussi 
de a!,, c, pour (50’) et a, c, pour (51) et (52) ("). 


e. Remarque. — Ici nous n'avons pas, comme dans le cas elliptique, 
explicité les coefficients des formules de limitation. Cela nous sera, 
en effet, inutile grace au raisonnement suivant : par le changement de 


variable & = Aa, y = A7y, l'équation (£,) devient 
= 22 . Os * ee A 
(2) — +ai=+b=+eoMst+ fo: 


Utilisant une notation déjà employée (p. 170), nous pouvons écrire 
pour (2) et (3) 


(53) SEEN + L'F+L,¢@F,, ed ns LoM + LF + L.@F,, 
Oy Px oy 2 


les notations s’expliquant d’elles-mêmes. Or 


2 a 2 = a. 2 
PHARES LEON; F=2°F, i ES At Ras > 
dy dy 


Remplaçant dans la seconde limitation, on trouve ainsi 


[| = a +L'F +L, 2F,, 


et, en comparant avec la première formule (53), on en déduit Li =L’, 
L’ = L, L, = Ly, c'est-à-dire que, lorsqu’on change a, 6, f, ¢ respecti- 
vement en aA, ch, FN, 5 les coefficients des formules (51) et (52) 


ne changent pas. A fortiori, pour À > 1, peut-on conserver les mêmes 


(1) Dans le cas d'un contour continu quelconque ©, on obtient les mêmes forniules 
de limitation en donnant a ¢ la signification indiquée dans la note de la page 167. Comme 


dans le cas elliptique, on verrait aisément que = et Lee tendent vers zéro quand 


~ 


P tend vers un point de ©. 


uit) Pris 


ARNT UT" 


\ 


bé ee it eT fe. 
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valeurs à ces lettres L si l’on effectue sur les coefficients de (@) une 
seule des substitutions indiquées (par exemple e en cA*), car les limita- 


tions sont évidemment des fonctions croissantes des modules maxima 


des coefficients de (£) et des dérivées qu’on leur suppose; on peut 
également faire. varier f d’une façon quelconque puisque les L n'en 


dépendent pas. [ Nous aurions pu employer une méthode analogue dans 
| = cas elliptique, au lieu d’ expliciter la limitation (24). | 


7. NATURE DES SOLUTIONS DES ÉQUATIONS. -— Nous avons maintenant posé 
tous les jalons nécessaires al’étude de la nature des solutions. _Rap- 
pelons tout d’abord rapidement la marche à suivre pour l’équa- 
tion és = f (pour les détails, voir J. M., loc. cit.). Nous procéderons 


absolument comme dans le cas elliptique : la formule fondamentale, 


en supposant par exemple le contour (C) rectangulaire, nous 
donne. s=3,+@, 5, étant une solution de 6z = o, dont la nature est 
connue, et Z étant l’intégrale double déjà étudiée. Nous traiterons Z 
comme nous avons traité V [(25) et (26); cf. J. M., n° 47 et 53], 
ce qui nous montrera que, si fest de classe «21 en x, ou de classe 
6=1 en y, ou de classe « en x et Ben y, il en est de même de Z. 
Comme x, est analytique en a etde classe en y (p. 167), toute solution 
de 6= =o sera de même nature que /si B22; mais si B <2, = sera de 


classe 2 en y comme z,. Ainsi done, si fest analytique en y, Z le sera 


également, mais non pas forcément s. Nous reviendrons dans le 


Chapitre suivant sur cette puesto de l’analyticité en y ('). 


a. Étude de la nature des solutions par rapport à x. — Envisageons 


FF équation (2), ainsi mé les équations 


ere | : BN d3= f(x, Y;5 P), 


(Fs) - , re te Pye eo) 


les OEE, étant continues en y et de classe & en (a, 5, p, qt) 


“ty 


(1) La fonction Zp jouit, par rapport a y, des mêmes propriétés que je ce Ay se \errait 


par J'application répétée de la formule (48). 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXV. — Jun 1918. 23 


_tions(®) et (#,) la continuité de z, p, g (et par suite r) suffit: ce sont 
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dans un domaine w. L’équation (#,) peut se mettre sous a forme : 
3 7+ 91% Yr 5p, P)=0 (9. <0), 


o étant de classe « en (a, 3, p, 7) (n° 2, Remarque Il, P- 141). 
Sue solution réguliere z appartenant a ® est de classe % en x, ainsl 


que * : Pour le démontrer il suffit de suivre pas à pas la méthode 
employée dans le cas elliptique (n° 5), la seule différence étant la 


suivante : au lieu d'utiliser des cercles successifs entourant le Pere 


on envisage une suite de contours rectangulaires (CG), (C, re (Cn) 
‘entourant P, et tels que, pour le n'ème contour, les valeurs d;"" et t, de 
d; et det iss = 0,1, 2; voir p. 166), relativement au point P,, satis- 
fassent aux conditions 4 


ND Se ESS aa 


t, étantrelatif à (C,). L'inégalité Vy, + Vy2>> Vy, +2 montre alors que 


le ¢ de tout point de (C,,) est au moins égal at) — t= (2 — 2) ty; ett 


joue ainsi le même rôle que d, dans le cas elliptique. En ce quicon- — 
cerne spécialement l’équation (@,), nous supposons que 9, devient, 
quand on y remplace par la solution étudiée, une fonction de x et y 
admettant des dérivées premières : rs exprimant en fonction de pet 
de g, ceci sera réalisé si z et ses dérivées premières et secondes sont 
continues dans ®; aussi nous ferons cette hypothèse dans la suite pour 
l’équation (®,), bien qu'elle ne soit pas indispensable. Pour les équa- 


les hypothèses qui caractérisent une tite régulière. 


b. Étude par rapport à y. — Nous donnerons seulement la hace | 
tration dans le cas de l’équation (@,), qui est le plus difficile : : f étant 
supposée de classe B22 en (y, 5, Ps % r)s nous pouvons mettre | 


A équation sous la forme - 


TH O(a, Ys 4, Ps ays oN 


¢ étant continue en x et de classe 6 en (y, 3, p, g) : nous allons montrer 
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que toute solution 3 appartenant à ® et admettant des dérivées premières 
et secondes est de classe $ en y, ainsi que at | | 

Une dérivation par rapport à y nous de. en effet, 


0° ! dq , \ #5 : 
(94) aa * de Sg tated 


et. q est la He de cette équation prenant des valeurs données sur 
un contour rectangulaire (C) situé dans une région du plan des (x, y) 
appartenant à ®. Les coefficients de l'équation (54) étant dérivables 


ee rs existe dans (C). Or, si 


en y (d’après les hypothèses faites sur z), ae 


nous dérivons une seconde fois en y, il vient 
Dre, 0. Oz 


| si 0g wes | 
2 72 1 72 1! - et: 
de es ram + Pa Gy => 9929+ (2 Ppq aca 29 Dig + 2Pyq+ 9.) 32-+ 92 — O0 


Beg EEE | SR RS Et 
en 1 posant = Z,; 0, ne contient que des dérivées du premier ordre 
oy? De A PAS UE 
au plus en y (et aussi en a). Cette équation est linéaire par rapport 


aux dérivées de l’inconnue z, et ses coefficients sont dérivables par 


2 . 7 a . . + 
rapport à y dans (C), puisque a Fe y existe. Il résulte alors de la 
théorie des équations du type parabolique que la résolution de 
RE a Oz, , 05, Op. ag 
l'équation est possible; donc + = et a c'est-à-dire age oy existent 
a 3: intérieur de (C): Soit alors (C,) un contour intérieur à (C) : nous 
sommes assurés de l'existence de z, p et de leurs dérivées premières 
et secondes par rapport à y dans et sur (G,), et c’est ce contour que 
nous prendrons comme contour (C,) initial. 

Nos hypothèses sont alors les suivantes : les dérivées 9’, coëfficients 


de si auston Ge étant de même classe que ? en CA 3, Ps q); ona 


: EAERED I< [Pu Ty). FO, 
(95) dy" PRE Og" < dpi SUR n 


11 


et nous Supposons qu’on ait, pour m <n, t étant relatif à tout point et 
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à tout contour intérieurs à (G; ),: 


gms ong | T(m —i)|8 
TEL = om | <%? s\n? 
É | gyre dy" (pe ) 
; (56) Qutts st d"+1p ; m | (m—)) |? 
Te dy |= lay |<? aay 


Il nous faut montrer que ceci est vrai pour m=n. Or, la fonc- 


tion 5 oe est solution de l’équation obtenue ‘en dérivant (54) 


oy” 
n —1 fois 


x 0? Zn AT ! CE 


$30) ae EP PTT 
do, # oq ” oq ” ” . Le 
run, 24 Oy + VITE: Q Ps + Pyq + QV: Sn On — 0; 


» 


la notation d désignant, comme dans le n° 5, la dérivée par rapport à y 
de la fonction composée +, et 9, ne contenant que des dérivées 
d'ordre <n par rapport à y. La solution z, est considérée comme 
déterminée par les valeurs prises sur un contour (C,) rectangulaire 
intérieur à (C,). Les coefficients de l’équation (57) sont d’ailleurs 
dérivables en y dans et sur (er d’après ce que nous avons dit dans le 


précédent alinéa, et de plus = dy ne contient que des dérivées du pre- 


mier ordre au plus en æ et du nie au plus en y, dont la limitation est 
par conséquent supposée connue. Les formules (51) et (52), appli- 
quées au contour (C,) et à un point intérieur fixe P,(x,, y,), nous 
donnent - 


02» L Lol] Qn 25 Os 
58 — 4 ——— | = — : 
|= RER = ELL en] + Late | dy | ES |=: “fea 
D'après la remarque de la page 157, nous obtiendrons des limitations 
pour 9, et sa dérivée en ajoutant celles des expressions [cf. (4o)] 


n= qr , OF d"q dn-1 Op 
ay =H op dy ST Le me TO ARE ~ dy (9,52 dy + gp: + 4) 
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_ et de leurs dérivées par rapport à y. Ce calcul se fait au moyen des for- 
mules (55) et (56), en supposant, comme pour (40), u choisi de telle 


0” p Os 
sorte que la première limitation (56) s'applique aussi à om et —— ayn 
et qu’on puisse, dans (55), remplacer p, par MCE — tn), ty étant le 4 
_de P, par rapport au contour initial. On trouve ainsi 


5 i [P(r —1—A)|6 | aAXn [T'(n — a)|P 
n | — D TPE SR NE INET —— ERA —_———  — ; 
Lin] = Ho P oe oe pace ce od LE Co —tn)* = 
Boe ae din] — [dyn | 
LE USER ÉAÉEA 


en remarquant que les limitations maxima sont atteintes sur les côtés 
de (C,) et utilisant alors la npn de la page 178. En remplaçant 


dans (58) [s,] par top pe et Pn par Ua Yn il vient 


xo) ml, , ATP 

vert cae “PT pe a) et 
= L, É Lax® 
(nr h)PE? (nr —A)P 


4 


+ L,(n + 1) exe]. 


Posons nt, = ¢, et désignons par (r — 1) = a + 0 le coefficient de z, 
dans $2): sa limitation est moindre que . 


[Bo 


Par suite, toutes les équations (57) sont des équations du type (@,) 
pour lesquelles on remplace [ce], [c,] et ¢, par les valeurs successives 


(n “ae Lt ne Le] = n 


de n[c], nlc] et 2 : donc, d’après la Remarque e du n° 6, les coeffi- 
. cients L de la feanals (58) sont indeépendanis de n. Utilisant Be, la 
formule. (59) nous donne aisément (cf. n° 4-5), 


See DCI | OZ, eet 
ES à oP (plo bie FM | 0% A = Oy 


~<A, étant borné; d'où Rues comme-on l’a déjà vu plusieurs fois, que’ 
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“0s 
les formules Say sont vraies pour m=n:3 et sont donc de classe 8 - ~ 


Ox 
eny. 
L'extension de cette méthode à l'étude de la classe de = “par rapport 
aux deux variables (a, y) ne-souffre aucune difhen te et l’on aboutit 


ainsi aux énoncés donnes dans l’ Introduction. 


: IV. — Problèmes de Cauchy et problèmes de prolongement. 


8. Equations pu TYPE ELLIPTIQUE. — Envisageons d’abord le problème 
de Cauchy relatif a l'équation. Az =f. Si nous nous donnons les 


_ valeurs o(y) et Y(y) oe 3 et’ as sur Pe, solution correspondante 
est 3 =U + Uy, avec 3 


= “oly +ie) Lely a) TEE f [Wy Hee) uy = yas 


(ener =f af f(x —E, 2 +) fee y is) 


west la solution de Au=o répondant aux eaudiane. Munsee et u, ont | 
la solution de Au,— f s’annulant sur Oy, ainsi que sa dérivée par 
rapport à x : la vérifieation est immédiate. 

Ces formules supposent +, get f analytiques en y: f peut donc être — 


simplement une fonction continue en x. La solution est, elle aussi, 


analytique en y, et, pour préciser ce point, nous allons étudier l’inté- 


-grale wu, dans un domaine à trois dimensions (æ, y,, y), en posant 
yy =y,+y,. Pour cela, supposons f analytique dans un prisme II 


d’axe Oy,, ayant pour section droite un carré dont les diagonales sont 
parallèles à Ox et 0 y, ; nous prendrons deux de ces sections comme — 
bases. Soit un point M(x, y,, vy) situé dans le prisme: d’ après (60), _ 


ona n<Ë<æ: donc les points wet w'(æ — Ë, y, y; + n), situés dans Fa 
le plan d’abscisse a — Ë, entre ses deux points de rencontre avec les 


parallèles menées par M aux côtés de la section droite, sont intérieurs 
à I, et l'intégrale double w, qui porte sur la fonction fut fe est une 


- 


PET EX, 
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—— 


fonction analytique uy dans II. On a d’ailleurs facilement 
Be =f" ft —E, DRE EEE Tee 


oi = = f EIRE EI D à 


21 


ce sont deux fonctions analytiques de y dans IT et, si| f| <F|a/’, on a 
| 


F| æ |i 


(A 1) (AF 2)’ 


Ou, 


| d 
—| el fo 
Ox 


du, Fiz [+ 
oy | 


6 
(61) : Wy] = es 


ul est aisé ile déduire de là la solution z de léquation (£) (p. 131) 
connaissant z ét = sur Oy, en supposant les coefficients MAR à 


analytiques en y dans un domaine ® de notre espace à trois dimen- 
sions traversé par Oy, : 3 est solution de l’équation intégrale 


4 1 (PRE “gi x 1G isp ae s 
3 , ess — d l 3 
ÉnErrsrtfep] oS 


xs t a © *ds ; 


Appelons (3) Vintégrale double; notre équation se résout très sim- : 
plement par approximations successives dans un prisme II intérieur 


~A®ronaz=&z,, avec 3, — 4, et 2 = F (Sais )e 


En utilisant les limitations (60 qu’on peut remplacer par une limi- 
uF | ax [rt 


tation commune de la forme © Eye su On voit immédiatement que les 


modules des 5, et de ses dérivées aoe sont inférieurs a 


yy Lua +B+ Gay 


n! 


(over [1<M, DES |bf<B;|e|<C); 


| a 
d’où FE convergence absolue et Se des séries D >. ea dont 


les termes sont analytiques en y dans IL et qui représentent par suite 
des fonctions analytiques dans II : + est donc solution de l’équation 


__ intégrale et par suite de (£). A LE re 
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Une méthode semblable s’appliquerait à x l'équation (e) (p- 131) 
en supposant / analytique en y, 3, p, g dans le domaine ® et pour ||, 
|p| et |g|<.N. On procéderait encore par approximations succes- oes: 
sives, en résolvant les équations Az,,, = f(&, Y, 3ns Pns Jay Ot dascon= 5 5 sane 
vergence de la série 36 + E(£n+1 — 3p) résulterait immédiatement de. 
l'inégalité 


[f(æ, Vs Sn Pin) — f(z, Yo Sn—19 Pa; gn-1)| 
< A i SRE Sn—1 | +B |Prx— —Pn-1 | = C | In — fn—1 fe 


. Nous venons ainsi de résoudre le Bee Pe de Cauchy pour 466 équa- = Sa 
es tions (e ) et (¢,), avec Oy ou une parallèle comme frontiére, en suppo- | A 
je sant simplement, relativement aux variables indépendantes, outre la = ee 
: continuité, l’analyticité en y seule. Si la frontière est un arc analy- RES 
os ra tique, il faudra supposer l’analyticité en (a, Yh à moins qu’ ane: ae 
: | _ transformation conforme puisse nous ramener au cas étudié. 8 8 =  " 
Ce qui précède va nous servir à étudier le prolongement des solutions. = 
Rappelons qu’une solution z d’une équation aux dérivées partielles, RE 
igs | -__ régulière dans une région a, est dite prolongeable au delà d’une 
nie _ portion F de la feustibce de a, s'il existe une solution 7, régulière 
‘3 dans une région x’ contenant à son intérieur la courbe T et coincidant | | 
| __. avec s dans if région communeaRetan. : | | | LS 
>= Cherchons donc dans quel cas une solution des RSS ds type. Se 
elliptique sera prolongeable au delà de I’, et supposons d’abord que LE AE. 
soit un segment AB parallèle à Oy. Le problème, pour!’ équation As= as 
est classique : i faut et il suffit que = se réduise sur AB à une naa os “is is à 
analytique de y: La condition est la même pour une solution de 
As = f(a, y) quand f est analytique en y : en effet l'intégrale V dela | 
formule (25), étendue à un domaine contenant AB, est alors analytique — 
en yet, par suite, z — V, fonction harmonique RARE SUCAD: étant A 
‘Yas EE prolongeable au dela de AB, slestaussi. Bete, 
i | Envisageons maintenant les équations (£) et (e), en supposant eee = a 
| | _ coefficients de (£) analytiques en y et la fonction S(x,y Vs 2 Ps 1) ADR CUP 
Fos 2 lytique en (y, 5, p, 7) de part et d’autre de AB: il résulte immédiate 
xa ment des n° 4 et 5 que, pour qu'une solution de (c) et de (ci), régulière ce Oem 
| d'un côté de AB, soit prolongeable de I’ autre côté, Es est nécessaire qua 2,75 3 


GRECE I à iba SNA a 
eae ie eae fe DE as CE 


€ 
+ 
* 
r 


# 
[AE 
» 
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soit sur AB une fonction analytique de y, puisqu'elle doit être régu- 
lière dans une région contenant AB. Mais il reste à montrer que la 
condition est suffisante, et nous y arriverons grace aux théorèmes sur la 
nature des solutions de (£), (£,), (£2) par rapport à y. Ceux-ci, en effet, 


_ nous ontfourni la même nature analytique pour z et oo Supposons alors 


x 


que le contour initial C, soit un demi-cercle limité ci un diamètre ver- 


tical situé sur AB, L abscisse a», et que z(&,, y)—o( y) soit de classe B21 - 


en y [ 0”) LM ar | les limitations des dérivées premières de z sont 


valables dans C, tal sur AB, car il suffit d’ajouter au second membre 
des formules er ou (24) un terme qui n'est autre, à un facteur près, 
que la limitation de © RE ), et qu’on peut d’ailleurs combiner avec 
les autres termes de facon à conserver aux limitations les formes (21) 
ou (24), les coefficients étant convenablement choisis. 

Cela posé, étant donné un point P,(æ,, y,) sur AB, nous pourrons 
prendre comme contours successifs C, des demi-cercles choisis d’ après 
la loi indiquée aux n° 4-5, ayant leur diamètre sur AB, et obtenir ainsi 
en P, des limitations semblables à celle des n°* 4-5, avec des coefficients 


rs Os apres ; 
qui dépendront de o. Donc az, St de classe 8 en y. Ainsi, lorsqu'une 


des équations (&), (£,), (£:) admet d’un certain côté de AB une solution 


régulière 3 de classe 821 en y, sis se réduit sur AB à une fonction de 


0z 
classe $ en LY il en est de même de —- 


Ceci nous démontre donc La condition suffisante que nous avions 


énoncée pour le prolongement des solutions de (¢) ou de (e,) car, 


z et x étantalors analytiques sur AB (8 = 1), nous pourrons définir s 


de part et d'autre de AB comme solution d’un: problème de Cauchy, 


que nous avons appris plus haut à résoudre. 


Revenons maintenant au cas du prolongement, au delà d’un are F 
que nous supposerons analytique, d’une solution de (£), (¢,) ou (és), 


‘les coefficients ou les fonctions f étant supposés, dans ces équations, 


CE] Ceci se voit très simplement. en utilisantta fonction de Green pour le demi-cercle et 
suivant la même méthode qu’au n° 8. 
Ann. Ec, Norm., (3), XXXV. — Juin 1918, Dana 


- fonction 
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analytiques par rapport à tous leurs arguments et en particulier par 
rapport à æ et y : pour que 3 soit prolongeable au delà de Y, il faut et ul 
suffit que les valeurs prises par 3 sur V constituent une fonction analy- 
tique. En effet, la condition est nécessaire d’après les n°* 4-5, et une 
transformation conforme qui change T en un segment de Oy nous 


J , + , en eat y : Oz +, À 
permettra d'appliquer le théorème sur l’analyticité de = le long de 
la frontière et d’avoir encore 3 comme solution d’un problème de 

P < 


Cauchy, obtenue par Ja méthode classique ('). 


9. Equations pu rvre PanagoLQuE. — Nous allons compléter dans ce nu- 
méro certains résultats obtenus dans le Mémoire du Journal de Mathe- 
matiques, 1913 (n° 55-58), auquel le lecteur voudra bien se reporter pour 
ce que nous ne démontrons pas ici. La solution du probleme de Cauchy 
pour l’équation és = f est égale à uw + u,, u étant la solution de és =0 


prenant, ainsi que ——> des valeurs données sur Oy, et u, étant la 
Ox Os rae 


of (eet de HE) 9 
we n=l open ar & 


solution de éz = f, s’annulant sur Oy ainsi que sa dérivée par rapport 
à æ. La série écrite converge et représente la solution pour [æ|<<R 
or f 


et y, <y Ya Si dans ce domaine on a 


Re 


là la solution du problème pour l'équation linéaire (2) (p.131): nous 


+ ene) * 0 5 » . ee. . 7 
avons traité cette question dans le Mémoire cité, mais nous allons la 
linéaire (@,). La solution de (@) est donnée par l'équation 


= (apr iyl dye” OE 


: PEN FAT LS de ÿ) a tty À r + i i Lf 
(62). (ay) = we uot f dus dE («+ es) dé. 
: A 0 / 
one p ree a 


. (1) Dans les équations (€) et ( ;)l’analyticité par rapport aux deux variables Ar be ‘ 


n'est pas nécessaire, si la transformation conforme les rend analytiqueseny, > - 


<FLP. On déduit de 


reprendre rapidement par une autre méthode basée sur les résultats — 
du n° 2, et qui s'applique aussi mutatis mutandis à l'équation non 
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r( ee 
. 2 . . . . a 
POA een, la limitation, pour «> o, de la dérivée pie des 


coefficients a, c, /, que nous supposons de classe 8 en y, avec 1 <B£2. 
-Montrons qu’ on a z—%z,, avec Bes Ur tr nat Mer SOUS) 


désignant l'intégrale de (62) : pour cela supposons one due | 045 


re Bm Ro : M(Aw)” (Bq dr :) 
bee dy? sont moindres que —— Ra pour m£n (q étant un 


entier quelconque), et voyons que ceci est vrai pourm—n+1.0na 


EE (a—E)r ot Ose 
ss an ae Lear (2p)! es (e LE np dé. 


ar n° 2 (Remarque II et note, p. 142), on peut écrire 
1 
dpt (On og \| *A MC)" r [66 pa 4 
hr) a 


et, comme (tp + 8¢— :) est £f et", l'intégrale est 
0 | PEUR ‘ 


limitée par 


are | ce fa} [ele — 2) 
af a (R Rope J ‘Leno 


; t 8. 
La somme >) étant inférieure i he ‘né, la seconde intégrale est moindre 


Dore ANT 
Jar a (RE =. ne i 


Substituant et remarquant qu'on a R— SR. — £, on trouve - 


que 


“ 


Mb niMetiey (PT 2) 
aoe (n+1)! (R—«x)*4 
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En guia: par æ x (ou même - =) 0 on obtient une limitation 


de 5%; si done 2 est le plus grand ae deux nombres xA et ah 


= 1 3 
notre objet se trouve réalisé. On obtient ainsi des séries uniformément 
convergentes pour [æ| <R, et le lecteur en conclura immédiatement _ 
que s = Xz, est bien la solution cherchée. | ; > 
Nous déduisons de là que, si nous envisageons i équations (@) 


ou (@,), en supposant a, €, 7 de classe 2 en y ou f(a, y, 2, p) de 
classe 2 en (y, 5, p), pour qu une solution z, régulière d'un côté d'un 


segment vertical AB, soit prolongeable au Gi il faut et il suffit que s se 
réduise sur AB à une Jonction de classe 2 en y. La condition est en effet 
nécessaire d’après le n° 7 et, pour démontrer qu elle est suffisante, il 


suffit de voir que = de est aussi de classe 2 sur AB. Or, comme dans le 


cas elliptique, ceci s ’établira aisément en utilisant des contours (Ca) 
ayant tous un côté sur AB. Au cas où AB est un arc d’équation & = KP 


_X étant de classe 2 en y, le théorème est encore vrai si, en posant . 


æ=æ' + X(y), le premier membre de l'équation (mise sous la 


forme ¥=o) devient de classe 2 en (y, 5, p'), p’ étant la nouvelle … 


valeur de p : ceci aura lieu en particulier si le Eee membre Le 
l'équation donnée est de classe 2 en (a, y,5,p). : = 
Ce qui précéde est analogue al’étude du prolongement dans le. cas 


elliptique, les fonctions de classe 2 en y jouant ici Je rôle des fonc- 
tions analytiques dans le n° 8. Mais le cas parabolique donne lieu à 


d’ utres problémes. Supposons, en effet, que dans les énoncés relatifs 
a (@), (2,) et (L2) (voir Introduction) on ait 158 <2, et soit une 


solution d'une de ces équations définie à l'intérieur d’un Eee ae 


tangle B, A, A,B, et se réduisant sur les côtés verticaux A RE Le Ba 


deux fonetio: is de classe 8 en y. Nous pourrons alors choisir das 


contours successifs (C,) ayant leurs deux côtés verticaux sur A,B, 

et A,B, et leur côté horizontal, seul variable, parallèle : à À; À, ; pour 
chaque contour, les limitations (51) et (52) seront valables sur les 
côtés verticaux, mais 4? sera égal à d,, de sorte qu'à à chaque dérivation 
il s’introduit en dénominateur un facteur du premier degré. On peut 


alors choisir, comme loi de variation du côté horizontal, Tes Le = 
nr “4 
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établir ainsi, par un mécanisme analogue cette fois à celui du eas 
elliptique, que = et % sont de classe B en y dans le rectangle donné. 

‘Ainsi donc les énoncés de la page 131, relatifs à la classe de z en a, 
en y où en (x, y) dans le type parabolique et supposant 822, 
subsistent pour ISB <2 (et a21) sis est de classe en y sur les deux 
côtés verticaux du rectangle (appartenant à @). Dans le cas des équa- 
tions (@) et (R ), avec 1 SBS2, 3 est d’ailleurs prolongeable au dela 
des deux côtés verticaux, d’après la résolution du problème de ns 
que nous avons donnée plus haut. 

Nous pouvons d’ailleurs supposer le contour (C) non AA CNP 
mais bordé par deux arcs A,B,, A,B., ayant pour équations «= X,(y), 
æ = X,(y), et sur lesquels z se réduit a deux fonctions 9,(y) et a y) 
de classe 8 < 2 en y; dans ce cas les énoncés précédents sur la nature 
de z et sur le prolongement au dela de A,B, et A,B, sont encore 

x —Xi(y) 
Xa(¥) — Xa(y) de 
transforme (C) en un contour rectangulaire, on peut mettre l'équation 

sous la forme $ = 0, le premier bétbré $ étant de classe 6 en yet y 
en (z, p’, gr’) etp’, q', 7 désignant les nouvelles dérivées de z. Ceci 
a lieu en particulier si, X, et X, étant, comme 9, et ©,, de classe $ en y, 
le nombre « des énoncés dela page 131 est au plus égal à 8 (donc y=«), 
c'est-à-dire si, dans les équations (®), (@,), (2), les coefficients ou 
les fonctions f sont de classe « en (æ,3,p,q,r) et Beny, avec 
1<æ<B< 2. Dans ces conditions z est, par rapport à (a, y), de 
classe x en x et B en y à l’intérieur de (C) et, dans le cas des équa- 
_ tions (@) et (#,) avec 158 <2, prolongeable au dela de A,B, et A, B; 
suivant deux fonctions de méme nature. 
Pour 8=1 on retrouve les résultats relatifs à l'analyticité en y ou 
Oba, 22 et au PO pement analytique de s (loc. cit., n° 50-51 
et 59). | 


exacts Si, après le changement de variable x'— / 


Remarque sur ie M oso aus les ee de la page 147, nous avons 
_ pris, comme valeur de ®, non pas une constante, mais une expression 
de la forme ® + ®’d, D et ©” étant des constantes : il convient alors, 
pour arriver a la formule (20), d’enyisager z, et 3, comme sommes 
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des solutions de deux systèmes d’équations intégrales, dont les termes 
connus admettent comme limitations respectives ®’ et ®’d. On peut 
éviter cela en remplaçant, dans l'expression de ®, d par son maximum R 


2 . CRT A 
et, par suite, dans (20), d par > : on aboutit ainsi à la même for- 


mule (21) (cf p. 172). 


oe mm mn Sp 


REMARQUES 


SUR LES 


THEORIES DE LA MESURE ET DE LINTEGRATION, 


Par M, Henri LEBESGUE. 


I. — Introduction. 


1. Cetie étude a été écrite à l’occasion de’ remarques formulées par 
M. Borel sur les définitions qu'il appelle des définitions constructives. 

Dans sa Thèse (Annales de l’École Normale supérieure, 1895), 
M. Borel eut l’occasion de démontrer qu'on ne peut couvrir tous les 
points d’un intervalle (a, b) à l’aide d’intervalles dont la somme des 
longueurs est inférieure à 6 — a. Il aperçut nettement que la propo- 
sition ainsi établie pouvait servir de base pour une définition de la 
mesure dés ensembles avec laquelle on pourrait considérer les divi- 
sions de la grandeur à mesurer en une infinité dénombrable de mor- 
ceaux et non plus seulement en un nombre fini de morceaux. 

Dans ses Leçons sur la Théorie RIRES (7898) il esquissa cette 
théorie de la mesure. — 

Mes travaux, sur cette question et sur At commencent 
en 1901; l’état de la question avant mes recherches est nettement 
indiqué par une Notice sur ses travaux scientifiques publiée par 
M. Borel à l’occasion de l'élection à l’Académie des Sciences du 
18 mars. pipe Ma première Note est du 29 avril 19or. Dès cette oe 
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mière Note, je donnais les définitions de l'intégrale et de fe mesure, 
j'indiquais que ces définitions s Apps à toutes les fonctions de = 


la classification de M. Baire. : ana? 


Enfin, je montrais que, pour les rouptiads eae Vintegralo!= 7 


permet la recherche des fonctions. primitives. Bref, j'énonçais les 
résultats que je devais légitimer et développer dans ma Thèse (Annali 
di Matematica, 1902). 

En 1912, M. Borel a publié, dans le Journal de Mathématiques, un. 
Mémoire sur le Calcul des intégrales définies : il y expose à nouveau les 
définitions de la mesure et de l'intégrale. M. Borel considère que tous. 
ses travaux appartiennent à une même méthode, que j ‘appellerai la 


méthode constructive, méthode qu’il oppose à celle que j'ai suivie. ia” : 
méthode constructive serait plus naturelle, plus simple, plus directe 


et plus rapide que la mienne; elle serait plus générale et cependant 

ferait connaître plus exactement la portée des résultats, entachés _ 

d’une trop grande généralité (apparente) dans mes travaux. 
De tels avantages ne seraient pas étonnants, car il est presque 


exceptionnel que la méthode la meilleure, celle qui s’attaque aux 


difficultés principales et ne s’embarrasse pas de considérations para- 


sites, apparaisse du premier coup, et je ne prétends pas avoir utilisé 
le meilleur procédé quand j'ai, le premier, démontré la compatibilité — 
des conditions imposées à la mesure et posé la définition de l'inté- 
grale: Je dois dire cependant que les conclusions de l’étude qu’on va 5 


lire sont en désaccord complet avec les affirmations de M. Borel. 
- Je m’excuse de la longueur de ce travail ; mais, comme je n'ai pas pu 


trouver, dans les Mémoires de M. Borel, l'exposé des raisons qui 


motivent son opinion, ni même l'explication de ce qu "est une 
définition constructive, jai du examiner toutes les hypothèses aux- 
RARE j'at- pensée» ! = 


Comme les différences HS fe entre les définitions données par. es 
M. Borel et par moi-même sont plus nettes dans le cas de l’intégration, 


je commencerai par l examen des: définitions de l'intégrale. 


2. Dina sa seconde Notice, publiée en 912, As Borel écrit. 2 


« J'ai repris récemment la théorie de l'intégrale définie, en me DR Se 


au point de vue des définitions constructives ques avais utilisées dans 


‘ 


+ 


29 


= 


oc 


™ 
+ 
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ma théorie de la mesure; la théorie ainsi constituée est plus générale 
que celle de M. Lebesgue pour les fonctions non bornées d’une seule 
variable, équivalente à celle de M. Lebesgue, mais Aus simple, pour 
les fonctions bornées: .... » 

En suivant l’ordre même de cette phrase, j’examine d'abord (Chap. IL) 
le cas des fonctions non bornées. M. Borel affirme que sa théorie est plus 


générale que la mienne, mais il n’en donne aucune preuve. Il remarque 
ideulemient que son procédé s s'applique à des fonctions qui, prises en 


valeur absolue, ne resteraient pas intégrables, donc à des fonctions 


qui ne sont pas sommables puisque j'ai réservé le qualificatif som- 


mable pour la classe bien homogène des fonctions absolument inté- 
grables, lesquelles s’intègrent par un procédé uniforme. 


= Mais, en introduisant ce qualificatif sommable, je n’oubliais pas 
qu Euler et ses devanciers avaient intégré des fonctions non absolu- 


ment intégrables. Les procédés qui ont permis d’obtenir ces intégra- 
tions peuvent encore étre utilisés et méme, comme on les applique 


à partir de l’intégrale des fonctions sommables et non plus seulement 


à partir de l’intégrale des fonctions continues, le champ de leur utili- 
lisation’ se couse considérablement étendu. Cette façon de procéder 


_est si naturelle que j'aurais pu oublier de la signaler, mais, en fait, je 
‘Tai expressément exposée et je lai utilisée, pour des applications aux — 
séries trigonométriques, par exemple. On peut se reporter notamment 


aux deux livres que j'ai eu : honneur de publier dans la Collection de 


4 M. Borel. : 


L’'affirmation de M. ‘Rotel: peut Aone avoir hoa significations : : 


1° la définition posée par M. Borel est plus générale que ‘celle relative 
- aux fonctions sommables; mais ceci est inexact, car, s’il existe des 
fonctions: auxquelles la première définition s'applique sans que 
la seconde soit utilisable, le cas inverse se rencontre également; 
; 55) la définition de M. Borel s’applique à des foretions qui ne — 
sont intégrables par aucun des procédés que j'ai donnés; mais ceci 
aussi est inexact et toutes les fonctions intégrables par les procédés 


de M. Borel sont intégrables aussi par les miens, tandis que l'inverse 


wa pas lieu. La méthode constructive As M. Borel n'est donc pas plus 
générale que la mienne. — 


* M. Borel s’est borné à poser sa ns et à affirmer qu’elle est 
Ann. Éc, Norm., (3), XXXV. — Jow.er 1918. < ee à 
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meilleure que les autres. Les conclusions ci-dessus sont au contraire 
basées sur la détermination précise de la classe des fonctions aux- 
quelles la définition de M. Borel est applicable théoriquement: Pour 
pouvoir l'appliquer pratiquement, une étude de la nature de celle que 
j'ai faite était d’ailleurs indispensable, car il importe de savoir recon- 
naitre s’il existe un certain ensemble dénombrable de points, jouis- 
sant d’une propriété spéciale, et, lorsqu'il existe, de le déterminer; 
tout le procédé opératoire de M. Borel reposant sur l’existence et la 
détermination de cet ensemble. 

Jusqu'ici la définition de M. Borel n’a d’ailleurs été utilisée par 
personne et, à cause de son caractère tout à fait artificiel, je crois 
qu'elle ne le sera jamais. Au reste, le procédé opératoire auquel elle 
conduit est moins régulier et moins simple que le procédé de la tota- 
lisation de M. Denjoy, lequel se réduit, pour cette classe de fonctions, 
aux opérations que j'avais indiquées. 


Ce qu’il faut surtout retenir de cette étude pour la comparaison de 


la méthode constructive de M. Borel avec la mienne, ce sont les diffé- 
rences profondes, capitales, entre les définitions données par M. Borel 
_ pour les fonctions bornées et pour les fonctions non bornées. On ne 
sait appliquer pratiquement Ja première qu'à des fonctions données 
par des séries multiples de polynomes et la connaissance des points 
singuliers de la fonction ne sert à rien; on ne sait pas appliquer la 
seconde à des fonctions données par des séries et, dans les seuls cas où 
l’on sait l'appliquer, on utilise la connaissance des points singuliers. 
La première n’emploie pas les valeurs de la fonction, ef même, avec 
elle, on peut ignorer les rapports éntre l'intégrale d’une fonction 
continue et les sommes TEE pit È | 
DAE | 


la seconde est basée sur l'emploi de sommes riemanniennes généra- 
lisées représentées par le symbole ci-dessus. Enfin, la définition 
relative aux fonctions non bornées ne contient pas comme cas parti- 
culier la définition relative aux fonctions bornées. 

Les différents travaux d’un auteur sont tous liés dans son esprit ; 


mais le lecteur ne peut s’oceuper que des seuls liens logiques. Entre 


did à lat, 4 RE CD) 
, at \ 


oe 


- puis, si 


© dei Hi UE ee Lan due eh APE 
| 7 
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les deux définitions posées par M. Borel, les différences logiques sont 
au moins aussi grandes que celles qui les séparent des miennes; 
laissant done de côté la définition relative aux fonctions non bornées, 


je me limite à la considération des définitions de l'intégrale des fonc- 


tions bornées et de la mesure que j’étudie au Chapitre IIT. 


3. Pour Vintégrale, la définition de M. Borel me parait être l’exacte 
mise en œuvre du procédé de calcul que j'ai donné. Seulement, tandis 
que je démontre que ce procédé ‘de calcul donne bien le nombre 
«intégrale » que j'ai précédemment défini, pour M. Borel, le nombre 
donné par le procédé de calcul est, par définition, l'intégrale. Il 
obtient ainsi une rédaction à certains égards plus synthétique, comme 
il est presque de règle dans toute exposition faite après coup de 
résultats antérieurement acquis. 

Quelle est la simplification apportée par la nouvelle définition, 
quelles sont les considérations parasites qu’elle élimine? 

La seule chose que l’on voie disparaitre, c’est la relation entre inté- 
grale et fonction intégrée, qui servait de définition de l'intégrale dans 
mes travaux. Or, il me semble que ce n’est pas là une ss CPU 
parasite, mais la considération principale. 

Posons, par a 


ue A PAL dx = — A (OR: IL eee mu) 
M + I 


1=® mat 


Fate DS ASE 


i—0: V71=0 


la série en z étant convergente uniformément, 


i= % mat 


r . 
ie 
re f(x) dr > ni a ae) ; 


i=0 mr =0 


Nous aurons ainsi une définition constructive de l'intégrale des fonc- 
tions continues, définition qui permettra de suivre pas à pas un 
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certain procédé de construction de ces fonctions continues. CAE 
définition sera peut-être plus courte que la définition classique, mais 
elle ne pourra en réalité servir à rien; elle ne pourra être utilisée 
dans aucune application si on ne la complète pas en prouvant qu ily 


aun lien entre : 
PQ 


SSE) (ein — Zi). 


et les sommes 


“Ce lien seul fera comprendre l’intérèt de l'intégrale et justifiera qu'on 
s'en soit occupé. | 
La définition constructive de M. Borel est exactement analogue à 
celle que je viens de donner; elle a l'air de se suffire à elle-même seu- 
lement quand on ne l’applique à rien; ici, comme dans le cas des 
fonctions non bornées, il semble que M. Borel définisse pour le plaisir 
de définir, et parce qu'il peut définir sans contradiction, mais que ces 
définitions n’ont aucun but. S’il a en vue une application quelconque, 
il faudra bien qu’il établisse un lien entre | 


. tert) 
f(2) et fe fw) de 


et alors, entre sa définition complétée et la mienne, on ne trouvera 
pas d’autre différence qu’une interversion de l’ordre de deux para- 
graphes. 

Si l’on juge de la simplicité d’une définition d’après le caractère 
plus ou moins élémentaire des notions intervenant dans cette défini- 
tion, en suivant la même voie que M. Borel, on arrivera à l'énoncé 
suivant qui, à certains égards, présentera la simplicité maximum : 


St, quel que soit €, on peut trouver dans (a, b) deux familles A et B 
respectivement formées d'intervalles non empiétant et tels que la somme 
des longueurs des premiers soit supérieure à b — a — ¢, tandis que celle 
des seconds est au plus ¢, et cela de manière que, si « est un intervalle 
de A, en tous point de « qui n'appartient pas à B, la fonction consi- 
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dérée f(x) diffère dune constante K, attachée à x, de moins de «, 
| b 
alors Ë[K, >< (longueur de &)] est une valeur approchée de f f(x) de. 
| Ve 
Une telle définition est très élémentaire, puisqu'elle ne fait inter- 
venir que des intervalles et des constantes; mais, pour qu’elle soit 


comprise et qu’elle puisse étre utilisée, il faut qu’on en déduise tous 
les cas particuliers qui, dans l’exposition que j’ai adoptée, permettent 


_de passer pas à pas, et non pas d’un seul bond comme ici, du cas de 


l'intégrale d’une constante au cas général. Ce mode de définition 
Aie de plus l'inconvénient de ne plus rien faire intervenir de la. 
théorie des ensembles; or, c’est à l'emploi de cette théorie, et en 
particulier à l’utilisation de la notion de mesure, que se rattachent 
-presque tous les progrès faits récemment dans l’étude des fonctions de 
variable réelle. 

_ C'est pour mettre ce fait en évidence qu'au Chapitre IV je passe 


“rapidement en revue les idées qui m’ont pa avoir été particuliere- 


a ‘ 
7 


ment fécondes. GE re 
et Me Borel ut une End différence entre ses définitions et les 
miennes, parce que je considère les fonctions et les ensembles en soi 
(c’est-à-dire sans m'occuper de la façon dont ces fonctions et ensembles 


_me sont donnés), tandis qu’il prétend raisonner uniquement sur des 


êtres donnés d’une certaine manière. Dès que j’applique les défini- 


tions, je ne rencontre, il est vrai, dans la pratique que les fonctions et 


ensembles étudiés par M. Borel; mais comme je n’ai pas commencé 
par dire que je me limitais à ces fonctions et ensembles, M. Borel 


_ fait à plusieurs reprises aux exposés que j'ai donnés, le reproche 
d’avoir une plus grande généralité (apparente). Ce reproche n’est pas 
fondé. Il n’est pas juste envers mon procédé, car, en prévision du cas 
ou l’on rencontrerait des fonctions et ensembles non considérés par 
lui, M. Borel a bien soin de dire à diverses reprises que ses procédés 


permettent de mesurer tous les ensembles et d'intégrer toutes les fonc- 
tions que je considère; donc, nos deux procédés ont Ta même généralité. 
Il n’est pas juste envers moi, car c'est moi, et non M. Borel, qui ai 


montré bte dans ae pratique, « on peut se borner aux Guscinbles ali 


ce: 


‘ 


198 HENRI LEBESGUE. 


fonctions que M. Borel considère et que j'ai fait toute réserve sur 
l’intérèt des autres. 

En réalité, les procédés de M. Borel et les miens different extreme- 
ment peu et ils réussissent dans les mêmes cas; ils ont la même géné- 
ralité, aussi bien apparente que réelle. 


5. Dans mon Mémoire du Journal de Mathématiques de 1905, je n’ai 
réussi que très péniblement à nommer un ensemble non mesurable B 
et une fonction non représentable analytiquement; il me paraissait 
invraisemblable que de tels ensembles ou. fonctions pussent se ren- 
contrer en Analyse. M. Borel, renchérissant sur mes résultats, a écrit 
que les seuls ensembles que les analystes pourrazent jamais définir font 
partie de la famille des ensembles mesurables B. C'est la même idée 
qui l’a conduit à donner le nom d’ensembles bien définis et de fonctions 
bien définies aux ensembles mesurables B et aux fonctions représen- 
tables analytiquement. C’est à ces ensembles et fonctions qu'il aurait 
désiré se limiter; en réalité, il a considéré les mêmes ensembles ét 
fonctions que moi, et il n’existe actuellement pas de méthode appli- 
cable seulement aux ensembles et fonctions mesurables B. 

L'intérêt que pouvait présenter la recherche d’une telle méthode a 
d’ailleurs brusquement diminué; dans les Comptes rendus du 8 jan- 
vier 1917, deux savants russes, MM. Lusin et Souslin, ont annoncé 
qu’ils pouvaient nommer très facilement des fonctions non représen- 
tables ‘analytiquement ou, ce qui est équivalent, des ensembles non 
mesurables B. En particulier, ils indiquaient que la projection sur 
un axe d’un ensemble bien défini, suivant la terminologie de 
M. Borel, peut fort bien être un ensemble mal défini. 

Ce dernier fait est en contradiction avec un raisonnement de trois 
_ lignes, grossièrement erroné, grâce auquel j'avais cru pouvoir écarter 

cette possibilité. | a 

Cette opération géométrique : faire la projection d’un ensemble, et 
les opérations analytiques correspondantes, dont je dirai quelques 
mots, constituent la fissure par laquelle les ensembles non mesu- 
rables B et les fonctions non représentables analytiquement s’intro- 
duisent en Mathématiques. Dés maintenant, on aperçoit qu’une 
méthode constructive s'appliquant aux seules fonctions représentables 
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angie analytiquement | a beaucoup perdu de son intérét et qu’on doit recher- 
es _ cher une méthode de raisonnement pour la classe plus générale de 
Re fonctions introduites par MM. Lusin et Souslin. 


peo. = L'erreur que. j'avais commise nécessite plusieurs corrections. et. 


observations ae je penne: au ee IV. 


TOP, <6. Le or chairs à est consacré à des questions de priorité. 
= Dale ces questions se règlent en quelques lignes, une citation, 


qui n’est basée sur aucun texte. 
M. Borel, avant mes travaux, n'avait pas écrit une seule phrase, une 
allusion, un simple mot sur la définition de l'intégrale, et cependant il 


opposant cette définition à ses conséquences. qu il déclare m'être 
entièrement personnelles (fonctions dérivées, séries de Fourier, inté- 
| réclamer en somme une part de paternité sur tous mes travaux. 

me borner à une dénégation; le lecteur serait trop facilement porté à 
ainsi à la faire supposer fondée. 


te cette définition. L'une d’elles fait apparaître une relation 
- entre la mesure et l'intégrale. Dans sa Notice, M. Borel semble 


. s'appuyer: sur l’existence de cette relation; mais cette relation, c’est É 
moi, et moi seul, as Pai mise en évidence; elle ne eu m’étre | 


opposée. epi Sts Sie: 


tiellement basée sur un fait mathématique que j'ai établi : la possibi- 
lité # pee terme à terme toutes les séries à termes positifs. Cette 
ee regardée “comme capitale pe Breer auteurs : 


s 


penser que si M. Borel n’a rien publié, c’est seulement parce que mes 
travaux découlaient des siens si naturellement et nécessairement qu'il 
a pu se dispenser de le signaler. L’ étendue de la réclamation eae ie: 


“une date et c’est fini. Mais j'ai à répondre à à une réclamation globale et 


réclame une part dans la paternité de cette définition. Il le fait en 


_ grales singulières) (voir p. 246). En retenant le point de départ : 
| et: en me laissant seulement les conséquences, M. Borel se trouve 


On comprend que devant l'étendue de cette contestation je ne puisse : 


Je dois donc mettre en évidence les HE de qui m'ont. 


Un autre argument’ de: M. Borel! c'est elaneloute: de forme entre iy, ove 
ae définition de la mesure, qu'il avait donnée en 1898, et celle de l'inté- 
| grale, « qu'il a donnée en 1912; mais cette dernière définition est essen- — 
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«C’est l’un des résultats les plus beaux de la théorie », écrit M. de la 
Vallée Poussin. Quand je l’ai donnée, elle était tout à fait inattendue, 
bien qu’il nous semble maintenant que certains résultats partiels 
d’Arzela et d’Osgood auraient du la faire prévoir. Or, la définition de 
M. Borel, qui est basée_sur l'intégration terme à terme des séries, 
n'aurait pu être posée que par celui qui aurait prévu le théorème, 

En résumé, si, en 1898, quelqu'un avait eu les idées qui m'ont 
servi, ou connu les résultats que j'ai obtenus, il aurait dû arriver à 
ma définition de l'intégrale; mais il n’en a pas été ainsi. 

La réclamation de M. Borel est sans aucun fondement. 


7. J'ai été moins embarrassé pour ce qui est de la mesure, car là il 
y a des textes et il m'est facile, en particulier, de prouver que je n’ai 
pas commencé à travailler la question quand elle était déjà entièrement 
traitée, comme on pourrait le croire en lisant la seconde Notice 
de M. Borel. En particulier, M. Borel affirme que ses procédés per- 
mettent de mesurer tous les ensembles qu’on pourra jamais ren- 
contrer; mais cette généralité, c’est moi, je l'ai déjà dit, qui l'ai 
montrée; des citations (voir p.244) prouvent que M. Borel croyait, 
au contraire, ne pouvoir mesurer qu'une classe restreinte d’en- 
sembles. Je ne me suis donc pas occupé seulement des ensembles qui 
ne peuvent servir à rien. 

D'une façon générale, ici, comme pour l'intégrale, ce n’est qu’en 
considérant mon apport comme une vérité banale connue de tout 
temps, ceci malgré les textes cette fois, et en s'appuyant, cepen- 
dant, précisément sur les faits nouveaux que j’ai fait connaître, qu’on 
peut diminuer ma contribution. On parle généralement de la théorie 
de la mesure de MM. Borel et Lebesgue; je suis fier de cette déno- 
mination, car j'ai conscience de l’avoir méritée. 

Je désire vivement qu'avant de se faire une opinion on relise Jes 
Mémoires. De l'opinion de ceux qui se reporteront aux Mémoires 
originaux, je suis bien certain. 


L) 


i ee Mae | 
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ye. II. — Intégration des fonctions non bornées. 


8. Pour le cas des fonctions bornées, trois définitions seulement 
ont été proposées : 1° la définition classique de l’intégrale des fonc- 
tions continues qui s s'applique aux fonctions bornées et continues ; 
2° la définition, à peine différente, de Riemann, qui s'applique à toutes 
les fonctions bornées qui n’ont qu’un ensemble de mesure nulle de 
points singuliers (* ); 3° la définition que j'ai i donnée, quis EURE à 
toutes les fonctions bornées et mesurables. 

En réalité, cette dernière définition s Ne aussi à des fotietien: 


non bornées; ce sont celles qui restent intégrables quand on les 
prend en valeur absolue, je les ai appelées fonctions sommables. Cette 


extension de la troisième définition est analogue à à celle qui fait passer 


de la première à la deuxième. 


Dès les premiers temps du calcul intégral, la première definition a 
reçu une extension capitale. Si cette Nees cesse de s'appliquer. 
pour (a, b), mais s'applique dans (à, 8) quels que soient x et 8 dans (a, b), 


_ on appelle intégrale dans (a, b) la limite de l'intégrale dans a œ, pe st 
_cette limite existe, quand on fait tendre « vers a et $ vers b, 


ea de i et AS de plus que I’ ona 


1: = f ef avec HR fe 


F 


on définit y nee dans tout intervalle ne contenant qu un RON 
_fini de points singuliers. | 


Cette définition. est, par exemple, nettement exposée dans le Cours. 
de Cauchy ; elle lui est, bien entendu, tres antérieure. 
Pour nous, cette extension ne présente a a intérét que dans le 


(ae Ds “99. Par la lettre J, je désignerai mes Lecons sur l'Intégration et la recherche 
des fonctions primitives. La lettre Z renverra à ma Thèse (intégrale, Longueur, Aire) 
(Annali di Matematica, Ne les lettres: F. R.A, au Mémoire du Journal de Mathé- 


_natiques, 1905. ms 3 


Ann. Ee, Norm. # Os XXXY, — Jouer 1918. TES 290 
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cas où les points singuliers a et b sont des #n/énis, c’est-à-dire dans le 
cas où f(a) n’est pas bornée autour de a et à. 

La deuxième définition est susceptible d’une extension analogue; 
Riemann l'utilise de suite dans son Mémoire Sur les séries trigonome- 
triques, où il définit l'intégrale. En signalant que la troisième définition 
s'applique seulement à des fonctions intégrables en valeur absolue et 
laisse par suite de côté bien des fonctions très simples intégrées depuis 
longtemps, j'ai naturellement donné l'extension analogue qui permet 
d'englober aussi tous les eas traités antérieurement (!). Il faut remar- 
quer qu'avec la troisième définition, les points génants ne sont pas les 
infinis,.qui peuvent être partout denses, mais les infinis autour des- 
quels la fonction cesse d’être sommable. J’appellerai ces points les 
points de non-sommabilité. 

L'extension que nous venons d'examiner repose sur ces deux pro- 
priétés admises @ priori : 1° l'intégrale indéfinie est une fonction 
continue; 2° l'intégrale étendue à l'intervalle (a, b), somme de deux 
autres (a,c), (e, b), est la somme des intégrales étendues aux deux 
intervalles composants (a, c), (e, b). 

Puisque ces propriétés ne sont pas contradictoires avec les défini- 
tions précédentes, adjoignons-les à titre de complément à ces défi- 
nitions. Ainsi complétée, la première définition s’appliquera à toutes 
les fonctions n'ayant qu’un ensemble réductible de points singuliers 
(que nous supposerons d’ailleurs être des infinis); ce sera la définition 
de Dirichlet-Cauchy (?). La seconde définition s’appliquera à toutes 
les fonctions n’ayant qu’un ensemble réductible d’infinis et un 
ensemble de mesure nulle de points singuliers; ce sera la définition 
de Dirichlet-Riemann (*). La troisième définition s'appliquera à toutes 
les fonctions n'ayant qu’un ensemble réductible de points de non-som- 
mabilité; cette définition donne ce que j'ai appelé l'intégrale calculée 
à l’aide de l'intégrale indéfinie (*). 


CI) 7, p.40. 
yelp. 8 a 04, 
(2) 25,0. 66, 


() T., p. 40; 2, p. 115. Je ne me suis d’ailleurs pas contenté de poser une définition, 
je l'ai appliquée à la recherche des fonctions primitives (7., p. 40 et 41) et à l'étude des 
séries trigonométriques ( 4nnales de l'École Normale supérieure, 1903, p. 453 et suiv.). 
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Le pr ‘emier pas, dans la voie que nous venons de suivre, a été fait 
let qui, pour la première définition, a envisagé le cas où le ~ 
dérivé de le ensemble LS or ne contiendrait qu un nombre fini de 
points (* RE A Sate epee ae © re EE Re Pi at 


De Ja considération dee ditenvallas d’ ence on ae nie un 


a itr dé de définition; ¢ ‘est. celui ‘que M. Jordan. a ion ‘ 
s son Cours LUS - HS Meee 
E des infinis de la ro f est nnd: Enfermons + is > 
Il re fini. dont chacun est de longueur à Oakes ; 


à N extérieur de ces intervalles et faisons = ae re 
€ ditions, on à une eve cette. 
te: intégrale) vér rif ebi 


que E Sit as mesure e nulle G ye oe rae oF 
d exclusion relatifs à à une méme ok ie 


fat quand a aet ende nt réspec- | RNA 
doit avoir une (intégrale dans” LUS 


aneiok CO ie 
v - Lipschitz es i, Vie 
roit pouvoir en MUR ee Fès 
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Profitant encore de la possibilité de faire varier les intervalles 
d'exclusion, on pourra les choisir de façon à obtenir une valeur appro- 
chée de |’ intégrale aussi grande que l’on voudra en valeur absolue, si 


>. f(x) de 


formée avec des intégrales de f étendues aux intervalles contigus à E, 


n’est pas absolument convergente. 
Adoptons la convention suivante: 


la série 


Si l’on sait intégrer une fonction f dans tous les intervalles Ca b,) 
conligus à un ensemble fermé E de mesure nulle et si la série 


D tard 


est absolument convergente, la somme de cette série sera par définition 


l'intégrale de f. 


Ce procédé de définition est celui que j’appellerai le procédé géné- 
ralisé de M. Jordan. Si on l’applique au cas où E est l’ensemble des 
infinis d’une fonction intégrable au sens de Riemann en dehors de E, 
on a en effet une définition susceptible de remplacer celle de M, Jordan 
et un peu plus générale que la sienne (*}. 

Pour utiliser entièrement cette nouvelle généralisation, il faudra 
prévoir le cas où l’on saurait seulement calculer les intégrales 


i; pla) de 


à l’aide des intégrales définies; la définition s'applique alors au cas 
suivant : 


Supposons la fonction presque partout sommable et soit € l’en- 


(1) C'est cette forme que j'ai donnée autrefois à la définition de M. Jordan (/., p. 66). 


\ 


2 
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semble des points de non- sommabilité, ensemble supposé de mesure 


nulle: € est la somme d’un ensemble réductible E, et d’un ensemble. 
parfait E. S'il arrivait que E n'existe pas, la definition du numéro 
précédent devrait être employée; si E existe, cette définition donne 


seulement les intégrales étendues aux intervalles contigus à E et il 


faut utiliser la convention nouvelle. | 
Ce procédé généralisé de M. Jordan marque à peu près le point 


extreme auquel je suis parvenu dans la recherche d une fonction con- 


naissant sa dérivée : 


« On peut dire que nous savons résoudre ce problème lorsque 
l'intervalle de variation de + peut être considéré comme somme d’un 
ensembie non dense E et de l’ensemble des intervalles («, 8) contigus 
à E, l'ensemble E étant réductible et la fonction proposée ayant une 


. intégrale indéfinie F(z) dans chaque intervalle («, B). si 

» Même si E n’est pas réductible le problème peut être résolu, à | 
condition que la fonction soit intégrable dans E et que la série des 
pue [F(B) — F(a)] soit absolument convergente. Ce p. 42. ) 


La condition indiquée dans le ‘dernier alinéa, “que f- soit intéerable 


sur E, est plus générale que celle qui astreint EK à être de mesure nulle. 


. Cette condition conduit à étudier f sur E comme on l’a étudié aupara- 
vant sur l’intervalle total; on pourra obtenir ainsi un nouvel ensemble — 


exceptionnel E,, et ainsi de suite, transfiniment. 
Ce procédé transfini est l’une des opérations qu'il faut utiliser pour 


-totaliser une fonction par les procédés de M. Denjoy. Je me hâte 


d'ajouter que je n’ai compris tout l'intérêt de ce procédé qu'après avoir 
_ lu M. Denjoy et que la définition de la totalisation lui est entièrement 
_ personnelle. ae ; crass 


SY 


Les définitions élit conduisent à étudier la Ars PART 


intégrer sur certains ensembles E; mais si f est infinie aux points 
writes E ou en certains points de E on est arrété. On convient en général 
| dene pas s’occuper des points où fest infinie ; on raisonne en somme 
sur une fonction g, qu'on substitue af, et qui est égale à à Fe points 
ou fest finie, qui est nulle la où f est infinie. 

Cette facon de procéder oblige à ue précautions, car r 'inté- 


À y - 


x 
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grale qu'on obtient a parfois des propriétés assez inattendues. Ainsi, 
par exemple, l'intégrale indéfinie d’un nombre dérivé non partout fini 
n’est pas en général la fonction primitive de ce nombre. Pour cette 
raison, j'ai, dans quelques travaux, pris la précaution de ne parlerque 
de l'intégrale d’une fonction prise dans l’ensemble des points où la 
fonction est finie. 


10. Voici maintenant la définition donnée par M: Borel : Ur 


« Soit f(x) une fonction non bornée, non intégrable au sens de 
Riemann; supposons qu’on puisse déterminer dans le champ d'inté- 
gration une infinité énumérable de points A,, Ay, Ay, +, An, «, ayant la 
propriété suivante : si l’on entoure le point A, d’un intervalle d’exclu- 
sion B, Cy, tel que la série 2B, C, soit convergente et de somme €, les 
sommes de Riemann généralisées tendent vers une limite, quels que 
soient les intervalles, supposés fixes, et cette limite tend elle-méme 
vers une limite, lorsque « tend vers zéro; cette dernière limite est, par 
définition, l'intégrale, au sens de Riemann, généralisée. Les sommes 
de Riemann généralisées sont les sommes 


Zhi f(&) 

dans lesquelles on suppose : , 

1° Que les points de division x, n’appartiennent pas aux intervalles 
d’exclusion; 

2° Que ; est égal à x; — æ;_, diminué, s’il y a lieu, de la longueur 
des intervalles d’exélusion : | 

3° Que €; est situé entre a, etæ;, mais n'appartient pas non plus 
aux intervalles d'exclusion. 


Onétudie la limite de ces sommes de Riemann dans l'hypothèse que 
les A; tendent vers zéro et l’on fait tendre ensuite vers zéro les inter- 
valles d'exclusion. » 


Examinons d’abord ce que donnerait cette définition appliquée à 
des fonctions f(x) bornees. Dans l’ensemble €, obtenu en retirant 
de (a, b) les points des intervalles B,C, choisis, f(a) doit être inté- 
grable grace au procédé opératoire de Riemann utilisé sous la forme 
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“générilisée qu’ ‘indique M. Borel. Un raisonnement immédiat montre 
_ que les points de ¢ en lesquels f(x) présente une discontinuité (!) 
Supérieure à 4 forment un ensemble qu’on peut enfermer dans un 
nombre fini d’intervalles dont la somme des longueurs est ausi petite 
© qu'on le veut, De la on déduit que l’ensemble des points de disconti- 
= nuité de f(a), considérée seulement sur €, est de mesure nulle; la réci- 
_ proque est d’ailleurs vraie : si l’ensemble e des points de discontinuité 
de f(x), considérée seulement dans €, est de mesure nulle, J (x )est 
intégrable dans € par le procédé de Riemann généralisé Cn e. | 
SRE Donñonsà eune suite de valeurs positives dite décroissantes, 
» €, &,.... À ces valeurs correspondent des ensembles ¢,, €,, ... et des 
ensembles de points de discontinuité correspondants ere ie 
>  supposerai les: intervalles d'exclusion choisis de façon que ¢; con- 
Pre tienne: ;, alors e; contiendra e;_,. Et si l’on appelle Xé; et Xe, les 
TEE 5 sommes des ¢; et des e;, Ze; est l’ensemble des points de discontinuité 
de f(a) considérée dans tout D¢,. Or Zc; ne diffère de (a, b) que par 
M ensemble de mesure nulle a, formé des points appartenant à la fois à 
ae ‘ tous les groupes d’intervalles d’exclusion choisis pour chacune des 
= valeur &,,€,, .... Donc la fonction f(æ) est continue en tout point, si 
4 = l’on convient de laisser de côté l’ensemble de points « + Ze;, qui est 
Er, a de mesure nulle. Les fonctions intégrables par le procédé de Riemann 
a. - général rentrent donc dans la classe des fonctions qui sont continues en 
¥ as tous leurs points à condition de faire abstraction d’un certain ensemble — 
__ de mesure nulle. Cette classe de fonctions, qui est celle que l’on ren- 
Be 2 contre déja dans la comparaison de l'intégration riemannienne ordi- 
RE naire et de l'intégration des fonctions. Se meableg étant constituée 


pee le FRE de M. Borel sont t toutes sommables. 


ts UL. FA réciproque n ’est feyidemment pas vraie : une Stinks égale a 
ce ae sauf a aux points d'un n ensemble, non dense et de mesure non nulle 


6) Ferre te entre la Sonnaane et la discontinuité, on ne lient naturellement 
=e Pie que des valeurs prises par f(x) dans ee : 

€) Tout cela s ’obtient comme dans Je gas-0 où il n’y a pas d’ ee alles d'exclusion: voir. 
par nes Fy Ps DE et 199- =e 


a ie? uniquement de fonctions sommables, les fonctions bornées intégrables 
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dans tout intervalle, où elle est égale à un, est sommable et cependant 
elle n’est pas intégrable par le procédé de Riemann généralisé. Nous 
allons préciser quelles sont les fonctions sommables auxquelles s’ap- 
plique le procédé étudié. | 

L'ensemble «& se compose de l’ensemble A des points A; et d’un 
ensemble B qui varie avec les intervalles d’exclusion choisis. Cette 
remarque rend vraisemblable l'énoncé suivant que nous allons 
démontrer : 


Pour qu’une fonction bornée soit intégrable par le procédé de M. Borel, 
il faut et il suffit que, si l’on fait abstraction des points A, et des valeurs 
de la fonction.en ces points, l’ensemble des points de discontinuité de f(x) 
soit de mesure nulle. 


Soit D l’ensemble des points de discontinuité de f(x) considérée 
seulement dans B = (a, b) — À. Soient M, et m, les bornes de f (x) 
dans B. Quand on fait abstraction de 8, à condition peut-être de con- 
server cependant deux points convenablement choisis P, et p, de 6, les 
bornes de f dans B — 6 +P,+p, seront respectivement supérieure 
a M, —1 et inférieure à m,+r. | 

Divisons (a, b) en deux parties égales, 6, et d,; les bornes 
de f(a) dans la partie de B située dans à, sont M, et m,. Les bornes 
de f(x) dans la partie de B — 8 comprise dans 6, seront respec- 
tivement supérieure à M, — - et inférieure à 72, + = pourvu peut-être 
que l’on conserve deux points P, et p, de 8. Ces points peuvent être 
distincts de P, et p, ou non. De même la considération de à! fournira 
peut-être deux points P; et p!. | 

Divisons (a,b) en trois parties égales, à,, 6, 6%; à condition, 
peut-être de conserver des points P,, ps; Py, py; P°, p: de B, les 


bornes de f(a) dans chacun de ces intervalles varieront de moins de 3 


que l’on considère la fonction pour les points de B ~ 8 ou pour ceux 
de B; ete. a ; 

_ Tous les points P et p mis en évidence forment un ensemble dénom- 
_brable y qui fait partie de B. Or, il est facile de modifier le choix des 
intervalles d’exclusion de façon à faire sortir y du nouvel ensemble 8, 


"ER 
À 


CERN ANT PR TS 


CAN ae 
bis dee 


À 


wa hé: ae se ete Ae. à à 
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donc du nouvel &. Pour cela il suffira, par exemple, de choisir les 


as 


intervalles correspondant : à €, de facon qu'ils ne contiennent pas fa 
et P,; ceux relatifs à <, de feat qu ils ne contiennent pas p,, P,, 
an P’, et ainsi de suite. 


Soit x’ ‘le nouvel ensemble «. Les points de D sont points de discon- 


tinuité pour f(x), que l'on considère /(æ) dans tout B ou seulement 


dans l’ensemble B — 8’, analogue à B — 8 et qui contient [B — 8] + y à 
cause de la facon même dont a été choisi l’ ensemble 6°. Sont exceptés 
cependant les points de D qui font partie de ’, s'il en existe; mais a’ 
est de mesure nulle, donc, si D n’était pas de mesure nulle, avec les 
nouveaux intervalles déni on aurait, à partir d’une certaine | 
valeur de #, des ensembles de points de touts e;, analogues 
aux e; et de mesure non nulle. La proposition directe est démontrée;. 
pour démontrer la réciproque, il suffit de remarquer que, dans les con- 
ditions de l'énoncé, f(x) est sommable; que les sommesriemanniennes 
généralisées, étendues à l’ensemble €, obtenu en enlevant les intervalles 


… d'exclusion, tendent, d’ après ce qui precédé, vers 


~ 


Fees te [fel de 


& 


‘ 


que, par suite, la difference entre 


fre aoe 


et cette limite est égale à I’ intégrale de HE dans les ti d’ex- 
elusion, laquelle tend vers zéro avec € 


12. Supposons maintenant fl) non bornée. A chaque ue des 
correspondra comme précédemment un ensemble £, pour lequel les 
sommes riemanniennes généralisées devront tendre vers une limite; or 


“ceci seul nous à servi dans la plus grande partie duraisonnement, donc: 


Pour qu'une fonction sommable soit intégrable par le procédé. de 


M. Borel, il faut et il suffit que, en convenant de faire abstraction de 
ah nette dénombrable des points À;, elle soit bornée en tous ses points et 
n'ait qu'un ensemble de points de discontinuité de mesure nulle. 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXV. — Jumiet 1918. : 27, 


Ns 
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De la il résulte évidemment qu’une fonction sommable n'est pas en 
général intégrable par le procédé de M. Borel, car une telle fonction a, 
en général, tous ses points pour infinis, et cela mème si l’on fait 
abstraction d’un ensemble dénombrable dans la recherche de ses 
infinis. | | 
Voici un exemple précis. Un intervalle (a, b) étant donné, enle- 
vons les points intérieurs à l'intervalle de même milieu et de mesure 
K, X(b— a); sur chacun des deux intervalles restants, opérons de 
même, K, étant remplacé par K,; puis, opérons sur les quatre inter- 
valles restants avec un nombre K,; etc, Les points restants formentun 
ensemble partout non dense de mesure égale à b — a multipliée par sa 


densité moyenne 
d = (1— K,)(1— K,) (r— K3).... 


Choisissant les K convenablement, on peut donner à d n’importe 
quelle valeur inférieure à 1; on pourra prendre par exemple 


1 


Ke We d?. 


Soit Z(d, a,b) cet ensemble duquel on suppose enlevés les points a 
et b. Partons de (0,1). Construisons l’ensemble 


VA & O, ) ee 


Dans chaque intervalle («,, 8,) contigu à Z,, construisons l’ensemble 


(ra) 


soit Z, la somme de ces ensembles. Dans chaque intervalle (x, 8.) 
contigu à Z,, construisons l’ensemble, | 


2 (5 css Ba); = 


soit Z, la sornme de ces ensembles; etc. 
Nous prendrons f(x) égale à 7 aux points de Z; et égale à o aux 
points n’appartenant à aucun des Z;. La mesure de Z; étant inférieure 
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= ; la contribution de Z; dans l'intégrale de f(a) sera au plus ge 


mers est sommable. Cette fonction f(x) n’est pas intégrable ne 
le procédé de M. Borel, car elle a tous ses points pour fie quel que 
soit l’ensemble dénombrable A que l'on néglige (‘). 

Pourlesfonctions sommables, l'énoncé donné plus haut fait connaître 
la condition nécessaire et suffisante pour que. le procédé de M. Borel 
s'applique; ce procédé s’applique alors qu'il s’agisse de trouver l’inté- 
es de f J (a) ou celle de { f(æ)|. 


13. Nous nous occupons maintenant de fonctions qui, prises en 
valeur ee ne sont pas intégrables, donc qui ne sont pas 
sommables; les définitions les plus simples s’appliquant à cette 
classe de ae sont la définition classique de Cauchy et sa géné- 
ralisation par la méthode de Dirichlet- “Hpschite, comme je l'ai dit 
plus haut. 

Le procédé de M. Borel est évidemment identique à à celui de Cauchy 
dans le cas où celui-ci s ‘applique, c'est-à-dire quand il n'y a qu'un 
nombre limité d’infinis, mais nous allons voir qu’il existe des fonctions 
_intégrables à l’aide de la definition primitive de Dirichlet qui ne sont pas 
intégrables par le procédé de M. Borel. Cette eo ae Sr été faite 
par M. Menchoff (?). 

Prenons une suite infinie de nombres a, > b,= 2a,2b, i, neo et 


(4) Bien entendu, pour einer Peer des exemples de fonctions ble qui ne 
soient pas intégrables par le procédé de M. Borel, il n’est pas nécessaire de recourir à 
un exemple aussi compliqué que celui-qui précède. Prenons la fonction sommable égale à 

- un aux points d'un ensemble partout non dense et de mesure non nulle et égale à zéro 
ailleurs, qui a été considérée plus haut; cette fonction bornée n’est pas intégrable par le 
procédé de M. Borel. Modifions-la aux points d’un ensemble dénombrable quelconque de façon . 

à la rendre non bornée; elle reste sommable et non intégrable par le procédé de M. Borel. 

Mais il y avait intérêt à montrer que, si l’on modifiait la définition de M. Borel de fag on 

à ce qu'elle soit applicable à toutes les fonctions sommables bornées, elle ne s’appliquerait 
~ toutefois pas nécessairement aux fonctions sommables ñon bornées. Et cela, parce que les 
intervalles d'exclusion sont choisis à partir d’un ensemble dénombrable de points de base. 

_ (2) La Note de M. Menchoff ost datéo du 17 février 1915. Elle est écrite en russe; je ne 

sais de quel périodique alee gel “4 aise Pry 39 texte, j'imile la méthode ile construction 
de M, eg 


Fe a 
mn 
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soit /, une fonction nulle en dehors de (b,, a,), continue deo à a,, 
sauf en un point dec, de (b,, a,)où nous supposerons qu'elle devient 
infinie de manière que | /, | ne soit pas intégrable, mais que /, le soit. 
L'intégrale de /, dans (b,, a,) se caleulera par le prodédé classique de 
Cauchy, nous la supposerons égale à I,; la série XL, sera supposée 
alternée, (— 1)"I, >0, et convergente et la série £|I,| divergente. 

La fonction F=Z/, est intégrable par le procédé primitif de 
Dirichlet; elle n’est pas intégrable par le procédé de M. Borel. En effet, 
pour appliquer ce procédé, il nous faudra certainement choisir pour 
points d'exclusion les points c,, et nous n’aurions aucun avantage à 
prendre en plus d’autres points. Prenons donc les points ¢,. Autour 


de c,, pour 7 pair et plus grand que 2p, prenons (b,, a,) pour inter- 


valle d'exclusion; pour les autres valeurs de » prenons autour de c,de ~ 
tout petits intervalles. Alors, quel que soit p, l’intégrale dans les inter- 
valles non exclus sera égale à — ou aussi voisine que l’on voudra — 
de — +; donc le procédé de M. Borel ne s’applique pas. Remarquons 
en passant qu’en choisissant autrement les intervalles d’exclusion on 
pourrait obtenir des sommes de Riemann généralisées tendant vers +2 
ou vers tel nombre que l’on voudra. TR | 
Ce raisonnement montre qu’une fonction intégrable par le procédé 


primitif de Dirichlet n’est pas intégrable par le procédé de M. Borel si 


les infinis de la fonction, ou certains d’entre eux, peuvent être 
enfermés dans des intervalles d’exclusion tels que la série des valeurs 
absolues des intégrales de Dirichlet prises dans ces intervalles soit 
divergente. Par exemple : la fonction RASE DRE 


d REP CAS See | 
— (.@ sin — sin. | | " 
dx eee Me ale 
æ sin — 2) ; 
; & 


qui admet pour infinis les valeurs a =o el x= 7— et qui, parsuite, 


est intégrable par le procédé primitif de Dirichlet, n'est pas intégrable — 


par le procédé de M. Borel. En effet, l'intervalle 


ba y: on Wei Se a 
KT + = EW peer ot Bea Meare PES 
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fournit comme valeur de l'intégrale 


Re 
kr + = 
2 


ce qui est le terme général d’une série non absolument convergente. 

14. Soient f(a) une fonction intégrable par le procédé de M. Borel 
et À l’ensemble des points de base des intervalles d'exclusion, Nous 
savons qu'en faisant abstraction des points de A, f(x) est bornée en 
tout point. 

Disons qu'un point est un vrai infini de f(æ), si f(a) reste non 
bornée autour de ce point quand on néglige les valeurs prises par la 
fonction aux points de A. Les vrais infinis de / (x) appartiennent à A 
et d’ailleurs ils forment évidemment un ensemble fermé, donc 


l'ensemble des vrais infinis est un 1 ensemble réductible Ifaisant partie. 


de A, 

Soit (u, ¢) un intervalle oies soient / et./ les longueurs 
totales des intervalles d'exclusion respectivement intérieures et exté- 
_rieures à (4, ¥); on peut faire tendre / et /’ vers zéro suivant deux lois 


- quelconques, / beaucoup plus vite que /’, par exemple. Tl en résulte 


que la contribution de (u, e) dans les sommes riemaniennes généra- 


lisées doit tendre vers une limite déterminée; c’est-à-dire que l’inté- 


grale de fx) dans (u, ¢) existe et peut se calculer par le procédé de 


M. Borel. S Supposons que (u, ¢) ne contienne aucun point de F nt à son 


ass intérieur, ni comme extrémité. En faisant abstraction des valeurs 


prises aux points de A, f(a) est bornée en tout point de (u, ¢), même 
aux points de A contenus dans (u, 9); donc f(a) est uniformément 
bornée dans (u, ») (!), quand on néglige les valeurs prises aux points 
de A. Nous pouvons utiliser les considérations du n° 11 et concluré en 


particulier que f(a) est sommable dans (u, ¢). ë 


Supposons maintenant que (u,¢) ne contienne à son intérieur 
‘aucun Lot de I, mais uve u ety. fassent ee de I. Soient (ut x), 


i Je rappelle que bornée en un point et bornée autour d’un point sont deux locutions 
équivalentes et qu'il ne faut pas confondre boraée en un point et finie en un point. 
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(8,8) les intervalles d’exclusion relatifs à uw et 9; la possibilité de 
faire varier indépendamment les uns des autres les intervalles 
d'exclusion permet de prendre pour contribution de (u, ¢) dans les 
sommes riemaniennes une quantité aussi voisine qu'on le veut de 
l'intégrale de f prise de a à 8’. Donc, quand « tend vers u et f’ vers 9, 
cette intégrale tend vers une limite fixe, c’est-à-dire que l'intégrale 
de f(a) dans (u, ») se-caleule par le procédé de Cauchy à partir de 
l'intégrale dans (x, 8’). 

Soient maintenant des intervalles A,, À,, ..., contigus à I, et 
J,, J,, ..., les intégrales de f(a) dans ces intervalles. L’indétermina- 
tion des intervalles d’exclusion permet d’obtenir, pour la contribution . 
de À, + À, + ..., une valeur aussi voisine qu’on le veut de J, + J, +.... 
Cette somme non ordonnée a donc une valeur déterminée. 

En résumé, la fonction f(æ) est sommable à l’intérieur de chaque 

intervalle contigu à I, elle a une intégrale dans chacun de ces inter- 
valles et la série de ces intégrales est absolument convergente. On peut 
donc attacher à f(x) une intégrale indéfinie F(a) en utilisant indiffé- 
remment les procédés du n° 8 ou ceux du n° 9. 
Ainsi, toute intégrale qui peut être obtenue par le procédé de M. Borel 
peut aussi être calculée, et à l’aide des intégrales indéfinies, et par le 
procédé généralisé de M. Jordan; on a vu au n° 13 que la réciproque 
n’est pas vraie. | 

Enfermons les points de A dans des intervalles (À,,14, ), (hs, bo), -+» 
n’empiétant pas les uns sur les autres. La limite des sommes riema- 
niennes généralisées, étendues à la partie € de (a, b) extérieure à ces 
intervalles, diffère de l'intégrale cherchée F(b) — F(a) de la quantité 
E[FQu:) — F(X;)] = ZE. Cela est évident si les (À;, 4;) sont en nombre 
fini; mais on peut ramener le cas général à celui-ci. 

En effet, conservons seulement un, nombre fini des (À;, u;) et rem- 
placons les autres par des intervalles très petits et convenablement 
choisis, entourant les points A; extérieurs aux (Aj, wz) conservés. 
Comme F(a) est continue, on rendra la contribution de ces intervalles 
très petits dans la nouvelle somme E[F(w;)— F(À;)] aussi petite 
qu'on le voudra et cette somme $e réduira à celle qui est relative aux 
intervalles conservés, soit Z’. Mais nous avons réduit la longueur 
totale ¢ des intervalles conservés et Z’ doit être, comme &, inférieur 
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en valeur absolue à un nombre 1 tendant vers zéro avec é. Puisque Z 
est une partie finie quelconque de E, la série Y est absolument 
convergente. Par suite Y représente l'intégrale de /(æx) dans les 
intervalles d'exclusion et F(6) — F(a) —& est bien I’ intégrale dans € 
La somme ¥|F(v,) —F(A;)| est, d’ après ce qui précède, inférieure 
à 2n, done tend vers zéro avec &. On exprime ce fait en disant que 
F(a) a une variation totale nulle dans A. Cette condition entraine celle 
précédemment rencontrée : la série des intégrales Ja, étendues aux 
intervalles contigus à J, est absolument convergente. En effet, s’il n’en 
était pas ainsi, quel que soit ¢, on pourrait ‘trouver. des intervalles 
(M,, Rp) contigus à à I, en nombre fini, dont la longueur totale serait 
inférieure à € et dont la contribution dans la série des valeurs absolues 
des intégrales J, serait supérieure au nombre 27 correspondant a &. 
Convenons de prendre un système d’intervalles d'exclusion parmi les- 
quels se trouveront les intervalles (m,—0,n,—0); 0 étant très petit. 
La valeur approchée de la variation totale de F(a) dans A, fournie par 
ces intervalles, surpasserait 24. Nous pouvons maintenant conclure 3 
Pour qu'une fonction f (a) ait une intégrale calculable par le procédé 
de M. Borel, il faut et il suffit : 1° que les points de discontinuité de f(x) 
forment un ensemble de mesure nulle, que ses points de non-sommabilité 
forment un ensemble réductible et que les procédés du n° 8 permettent de 
lui attacher une intégrale indéfinie F(x); 2° qu'il existe un ensemble 
_dénombrable A dans lequel EF (#)i a une variation totale nulle et tel que © 
f(x) soit bornée en tout point n ‘appartenant BoE a A, quand on néglige 
des valeurs prises par f(x) aux points de A. 
‘Dans cet énoncé on peut remplacer n°8. parin® 9. ST l'on fait ce 
changement et si l’on remplace aussi les mots réductible et dénom-_ 
brable par de mesure nulle, on a un énoncé qui s applique au procédé 


de M. Borel, modifié en ce sens que les intervalles d'exclusion sont 


choisis à à partir de points A; formant : un ensemble de mesure nulle. 
RS ts din de ces conditions rend très peu vraisemblable 
_ qu’une question d’Analyse conduise à la considération d’une classe de 
fonctions satisfaisant à ces conditions. Cette complication est due au 
* caractère arbitraire de la définition : pourquoi assujettir les intervalles 
ad exclusion ? a dépendre d une infinité dénombrable de points de base 


alr ae Te Ea a ce Cay |e age eee ee ea 
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plutôt que d’un ensemble de mesure nulle de tels points ? pourquoi 
assujettir la somme des longueurs des intervalles d'exclusion à tendre 
vers zéro plutôt que la somme des racines carrées des longueurs ? si ARE - 
Je ne dirai que quelques mots d’une autre généralisation envisagée 
par M. Borel. Avec sa définition, la somme de deux fonctions Inté- 
grables peut ne pas être intégrable; alors, par définition, la somme 
des intégrales sera l'intégrale de la somme. Mais, pour arriver ainsi à | : 
un ensemble de fonctions intégrables tel que la somme de deux fonc: = 
tions de l’ensemble appartienne aussi à l’ensemble, il ne faut pas se 
borner la; il faut convenir de faire aussi entrer dans l’ensemble les 
sommes de trois, de quatre, etc., d’un nombre fini quelconque de | 
fonctions intégrables par le procédé primitif. Il faudrait aussi prouver 
qu'on ne sera jamais conduit à une contradiction. Cette extension ne ; 
- modifie pas le résultat essentiel de la comparaison entre le procédé = 
de M. Borel et les procédés antérieurs, car ceux-ci s’appliquenttous à = 
des ensembles de fonctions qui sont fermes par rapport à l addition. — Rs 
* Je voudrais faire remarquer ce que la seconde généralisation de 
M. Borel conservera d’un peu illusoire tant qu'on ne saura pas — 
répondre aux questions suivantes : une fonction F étant donnée, 
comment reconnaitra-t-on qu’elle est la somme de deux fonctions _ 
auxquelles s’applique le procédé primitif de M. Borel? quelles sont les — 
propriétés de l'intégrale ainsi attachée à F? = oaks ore. = 
La première définition de M. Borel suggère des remarques ana 
logues. La comparaison de cette définition avec des définitions anté- = 
rieures nous a permis de déterminer les points A;, de fixer l'étendue 
du champ d'application de la définition et nous a fourni des propriétés 
du nombre défini puisque ce nombre est aussi l'intégrale donnée par 
d’autres procédés bien étudiés. Mais, en se plaçant au point de vue de 
M. Borel, il faudrait obtenir l'équivalent de ces renseignements sans 
utiliser les définitions antérieures de l'intégrale ; en particulier, = 
puisque M. Borel s'occupe des fonctions qu’on obtient de proche en = 
proche par des passages à la limite, il faudrait savoir reconnaître quand = 
un tel passage fournit une fonction f intégrable par le procédé de 
M. Borel et apprendre à choisir les A; d’après la considération des 
fonctions dont fest la limite, | | RU 
. Remarquons d’ailleurs que les caractères de la définition de M. Borel 


e 
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la différencient nettement, comme je l'ai dit dans l'Introduction, de celle 
qu'il a donnée pour les fonctions bornées. Elle est plus voisine de 
celle quej’ai donnée moi-même. En particulier, elle ne suit aucun 
- procédé de construction des fonctions, je ne puis donc considérer qu’elle 
fait partie de la méthode constructive et je la laisse maintenant de côté. 


1b. Intégration des fonctions bornées et mesure des ensembles. 


16. Je vais dorénavant m’occuper à peu près uniquement des fonc- 
tions bornées et je comparerai la définition constructive de l’intégrale 
_ donnée par M. Borel avec celle que j'avais formulée car, et c ‘est une 
remarque qui est essentielle, ce que M. Borel appelle « la théorie de 
l'intégrale définie » dans la phrase que j'ai citée au début, c’est uni- 
quément-la définition. Si l’on se rappelle que la définition que j'ai 
donnée tient en très peu de lignes on s’étonnera, avant tout examen, 
que celle de M. Borel puisse être tellement plus simple que cela vaille 


la tone d’être signalé. 


a. Dans son Mémoire sur le calcul des intégrales defines, } M. Borel dit 
qu’une fonction est asymptotiquement équivalente 2 a des polynomes si, 
quel que soit ¢, la fonction diffère d’un polynome de moins de € 
pourvu qu'on ne considère que.des valeurs de la variable extérieures à 
des intervalles d'exclusion de longueur totale inférieure à «. 

8. Il montre que cette propriété se conserve à la limite, donc appar- 
tient à toutes les fonctions des classes de Baire. “ 

. I appelle intégrale d’une fonction asymptotiquement équivalente 


a ce por eass, la limite des intégrales de ces polynomes. 


La forme de cette définition parait en effet fort différente de celle 
que j'ai donnée, mais regardons-y de plus près. Aussitôt après avoir 
défini l’intégrale je m'occupe de la délimitation du champ d'application 
de cette définition. Les fonctions auxquelles elle s’applique sont les 
7 fonctions mesurables. 


a. Les fonctions be sont identiques aux fonctions asymp- 
totiquement équivalentes à des polynomes. 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXV. — Jurcer 1918, 28 
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8. Je démontre que la limite d’une suite de fonctions mesurables | 
est une fonction mesurable et j’en conclus que la définition s'applique 
à toutes les fonctions des classes de Baire. ~ | | 

y. Je démontre ce théorème : Si f est la limite d'une série conver ° 
gente presque partout de fonctions f, bornées dans leur ensemble, 
l'intégrale de f est la limite de l'intégrale de f,. er 


La marche suivie par M. Borel est done exactement celle que je 
suivais quand, moi aussi, je m’occupais du calcul des intégrales 
définies. La seule différence est que j'ai défini antérieurement l’in- 
tégrale, tandis que M. Borel prend le résultat du calcul comme défi- 
nition; d’où cet unique changement: landis que, dans la démonstration 
de (y), j'écris une inégalité relative à la différence x 


frde— [rude HET 


M. Borel écrit exactement la même pour la différence 


ff fo dx — [. fader. 


J'ai démontré ce théorème sur l'intégration des suites dès le début 
de mes recherches afin de pouvoir intégrer terme à terme l'égalité 


fii ine LUS EC) 

4 h=0 h 

et remonter ainsi d’une dérivée & sa fonction primitive. Si l’on veut 
bien se rappeler que ce théorème sur l'intégration des suites était 
tout à fait inattendu et a été considéré parfois comme l’un des résul- 
tats les plus précieux de la théorie, le caractère synthétique d'exposi- — 
tion a posteriori du procédé de M. Borel apparaîtra pleinement, Car ce 
procédé part, comme d’un des éléments de la définition, de la convic- 
tion de l'exactitude du fait mathématique que nous a appris ce théo- 
rème caché, On peut faire une remarque analogue relativement à 
_Vemploi, dans l'énoncé (x), d'une propriété qui a lieu presque partout. 


17. En tout cas, ce caractère synthétique ne suffit pas pour pouvoir 


4 
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opposer l’un à l’autre le procédé de M. Borel et le mien. D'ailleurs;-ma 
définition, elle-même, peut être divisée en trois parties «, B, y corres- 
pondant exactement à celles de la définition de M. Borel. 


a. Jappelle fonction mesurable toute fonction (x) telle que 
l’ensemble E des valeurs de x définies par la double inégalité 


a < f(æ) < b 


soit, quelles que soient les constantes a et b, un ensemble mesurable, 
Ce qui veut dire que E et son complémentaire e doivent pouvoir ètre 
enfermés respectivement dans des intervalles I et7, tels que la somme 
des parties communes soit aussi petite que l’on veut. 

6. Je prouve que l'addition, la multiplication et le passage à la 
- limite ne font pas sortir de l’ensemble des fonctions mesurables; donc 
que toutes les fonctions de Baire font partie de cet ensemble. 

y. Je donne la définition proprement dite; je vais la résumer en 
suivant, par exemple, la marche de mes Leçons. 


Je divise l'intervalle de variation de /(x) en intervalles de lon- 
gueur € au plus; si(a,, b,) est l’un d’eux, je lui attache un ensemble E 
comme il a été dit dans (a) et soit ¢ la fonction égale à 1 dans E, 
à o dans le complémentaire e. 

La fonction f différe-de moins de ¢ de la somme Xa,®; l'intégrale 
de cette somme sera une valeur approchée de celle de f. A a,9 
j'attache comme intégrale a, < mesure (E) : la définition est achevée. 

Pour définir la mesure de E, j’enferme les points de E ct de son 
complémentaire respectivement dans des intervalles I et z, la somme 
de leurs parties communes étant e. Soit 7 le complémentaire de 7. 
On sait définir la mesure des ensembles d’intervalles | et z, donc 
de fet 7, et, de l'inégalité topologique 


I contient E qui contient 7, 
on déduit | 
mesure (I) 2 mesure (E) 2 mesure (/), 


et l’on passe à la limite en faisant tendre « vers zéro. 
Dans ce paragraphe y, on utilise aussi le théorème de la page pré- 
 cédente, mais c’est dans un cas simple et suggestif. 


220 HENRI LEBESGUE. 


18. Malgré des différences certaines de forme il n’y a donc aucune 
différence de fond entre les deux modes d’exposition; on peut noter 
cependant que, tandis que je fais séparément les passages à la limite 
relatifs aux deux € (€ topologique, différence entre E et lee quantitatif, 
différence entre f et Sa, +), M: Borel peut les faire simultanément. 

Il ya si peu opposition entre les deux méthodes que, à la suite d'une 
Note de M. Borel, M. F. Riesz a proposé comme méthode tout à fait 
analogue à la fois à celle de M. Borel et à la mienne un exposé en 
quelque sorte intermédiaire (*). is 

M. Riesz se donne d’ailleurs comme but d’arriver a une exposition 
élémentaire et il lui semble pour cela indispensable d’éviter ou du 
moins d’ajourner l'étude approfondie des ensembles mesurables. S’il ne 
s’agit que d’une question d’ordre de paragraphes, peu m'importe, mais 
je crois qu’il serait mauvais dé se passer de la théorie des ensembles, 
comme je l’ai dit dans l’Introduction. 


19. Je voudrais indiquer comment j'ai été conduit à la définition 
de l'intégrale. Pour la solution d’un probleme qui importe peu (la 
détermination de l’aire de certaines surfaces applicables sur le plan), 
j'avais besoin de généraliser la notion d’intégrale. Je connaissais à 
l'avance un certain nombre de propriétés que devait avoir l’intégrale 
à définir et je me trouvais à peu près dans les conditions où il m'était 
possible de considérer l'intégrale comme définie par ses propriétés 
mêmes, à l'exemple de ce que M. Drach nous a appris à faire en arith- 
métique et M. Hilbert en géométrie. Seulement, à cette définition 
descriptive, il me fallait associer une définition constructive donnant en 


quelque sorte un procédé de calcul bien défini et prouvant par cela 


(1) Boren, Comptes rendus, 12 février 1912; F. Riesz, Comptes rendus, 4 mars 1912. 
M. Borel, dans son Mémoire, cite encore les noms de MM. Weyl, Egoroff, Lusin comme 
s'élant occupés de l’exposition de la définition de l'intégrale dans une direction analogue 
à celle qu'il suit. A ces noms, j’ajouterai celui de M. Fubini qui, dans les Rendiconti de 
Palerme, écrivait en 1907 : « Osservero che in generale sarà bene che gli integrali, di 
cui qui si parla, sieno intesi come integrali di Lebesgue. Cio si potrebbe evitare, sosti- 
tuendo in qualche punto il limite di un integrale di Riemann allintegrale del Lebesgue. 
Ma si porterebbe un’inutile complicazione. » 


lié as ter ot ba 
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méme la compatibilité des conditions composant la définition descrip- 
tive: CN): 

Pour cela j'ai examiné les boss classiques de Cauchy et de 
Riemann. Avec la première, si f(a) est infinie en a, on entoure a d’un 
intervalle d'exclusion et ainsi l’on groupe ensemble les valeurs de /(x) 
voisines de l'infini, si l’on peut dire. Cela est d’ailleurs plus net dans 
une définition de M. de la Vallée Poussin : on prend l'intégrale de 
f(x), continue en général mais non bornée, dans les intervalles où 
J(æ) reste comprise entre — M et +N et l’on fait tendre vers l’infini 
les nombres M et N. 2 

Dans la définition de Riemann on a, comme on sait, à rechercher la 
limite commune de deux sommes Lhm, XhM, dans lesquelles les À sont 
des longueurs d’intervalles, m et M les bornes de la fonction dans ces 


: intérvalles. Or la différence de ces deux sommes étant ER(M— m), et 


= étant fixe, les deux sommes ne pourront avoir la méme limite que 

i M—™m tend en général vers zéro; c’est-à-dire si la division en 
ri considérée a eu pour effet de grouper ensemble, en général, 
des valeurs peu différentes de la fonction. 

Comme le procédé de Riemann n’a pas été construit spécialement en 
vue de cette fin, ce sera exceptionnellement et en quelque sorte par 
hasard qu'il y atteindra. Opérons donc d’une façon plus systématique et 
pour cela imitons la définition de M. de la Vallée Poussin (?). Maïs, 
comme ce n’est plus la seule valeur » qui est singulière, que toute 
valeur atteinte peut être singulière, nous sommes conduits à opérer 
comme il suit : 

Partageons l'intervalle de variation de f(x) en intervalles partiels de 
longueure au plus; si (a, b) est l’un d’eux, groupons dans un ensemble E 
_les et de x telles que l’on ait 


a<f(æ) < 


—— 


(1) Les termes descriptive et constructive sont ceux que j'ai utilisés Z:, p. 99. Aucune 


_ confusion avec la méthode constructive de M. Borel n’est possible, puisque M. Borel oppose 
. nos définitions. 


(2) La définition de M. de la Vallée Poussin comme les définitions antérieures de Cauchy et 
Dirichlet est en effet « faite sur mesure » par rapport à la fonction considérée. Ce n’est 
donc pas dans ce caractère d’être « faite sur mesure » qu’il faut chercher, comme l’a fait 
M. Borel, l’origine de la puissance des récentes définitions de l’intégrale et de la mesure. 
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et formons la somme Zam(E), m(E) étant la mesure de E, mesure qui 
devra posséder les propriétés essentielles des longueurs des intervalles. 


90. Un examen rapide me montra que la définition de la mesure 
proposée par M. Jordan ne conduisait qu’à l'intégrale de Riemann ("); 
il fallait adopter une définition déterminant la mesure d'une classe — 
plus étendue d’ensembles. Dans ses Leçons sur la Théorie des fonctions, — 
M. Borel construisait une classe d’ensembles qu’ilappelle les ensembles 
mesurables (?) en effectuant, à partir des intervalles, les deux opéra- 
tions suivantes : 1° réunir une infinité dénombrable d’ensembles 
précédemment définis, c'est-à-dire en faire la somme; 2° prendre la 
partie commune à une infinité dénombrable d’ensembles précédem- 
ment définis, c’est-à-dire faire le produit de ces ensembles d’après la 
terminologie de M. de la Vallée Poussin. En s'appuyant sur les pro- 


° priétés qu’il veut attribuer à la mesure, eten suivant pas à pas la cons- 
truction des ensembles, M. Borel attache une mesure à chacun d’eux. 


M. Borel a déclaré que cette famille d’ensembles est moins générale 
que celle considérée par M. Jordan (*); aussi ce n’est pas à cette classe 
d’ensembles que je me suis arrêté; mais j'ai imposé à la mesure les 
mêmes propriétés que M. Borel, c’est-à-dire que j’ai utilisé la définition 

_descriptive qu’il avait adoptée; seulement, je l’ai employée autrement. 
. La définition descriptive de M. Borel peut se formuler ainsi : la 
mesure d’un ensemble est un nombre positif ou nul; deux ensembles 
égaux ont même mesure; la somme d’ensembles, sans point commun 
deux à deux, a pour mesure la somme des mesures. + PRE ER 
Cette définition est aussi celle qui convient pour la mesure de 
M. Jordan; mais, dans ce dernier cas, il faut entendre par somme la — 
réunion d’un nombre fini de composants, tandis que, pour la mesure — 

de M. Borel, la somme peut être constituée par une infinité dénom- 
brable d’ensembles. Les conditions imposées à la mesure par M. Borel 

PE RATER TE RL ee le I hae eae À dite 

(1) Z., p. 36 et suiv. BEN 

(2) Ge sont ceux qu’il appelle maintenant bien définis et qui sont plus connus sous la | 
dénomination d’ensembles mesurables B que je leur ai donnée. Re 

(*) Voir, plus loin, page 244. L'idée première de la notion de mesure étudiée par 
M. Jordan est due à Cantor. pe 
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sont donc plus précises, par suite elles peuvent suffire pour déterminer 
la mesure d’une classe plus étendue d’ensembles. 

M. Jordan a recherché tous les ensembles pour lesquels les condi- 
tions qu'il a imposées suffisent pour déterminer le nombre mesure; ce 
sont les ensembles mesurables J. 

Je n'ai eu qu'à l’imiter pour trouver tous les ensembles dont la 
mesure est déterminée par les conditions imposées par M. Borel, en 
utilisant cependant une variante qu’il importe de signaler. 

Un ensemble E étant donné, pour déterminer sa mesure, M. Jordan 
l’enferme dans un nombre fini d’intervalles; soit 6 la somme de 
leurs longueurs, la borne inférieure de é est l'étendue extérieure deE, 
soit e., Opérons de même sur le complémentaire C deE, et supposons 
que ce complémentaire soit pris par rapport à un intervalle d’ étendue 1; 
si e, est l'étendue extérieure de C, la différence 


ej =1—e! 


est appelée l'étendue intérieure de E. 

Lorsque les deux étendues e, et e; sont égales, l’ensemble est mesu- 
rable J. En résumé, M. Jordan détermine ces ensembles par leur com- 
paraison avec les sommes d’un nombre fini d’intervalles auxquelles sa 
définition lui permet d’attacher une mesure. 

Comme la définition descriptive de M. Borel nous permet d’attacher 
une mesure aux sommes d’une infinité d’intervalles, en employant ces 
sommes dans les opérations précédentes, nous obtenons la famille 
des ensembles mesurables qui apparaît ainsi comme une extension 
naturelle et immédiate de la famille des ensembles mesurables J, 


, 


21, Mais il fallait démontrer que les ensembles obtenus vérifiaient 
bien les conditions de la définition, ce-qui se ramène à ceci : démon- 
trer qu’une somme d’ensembles de la famille appartient bien à la 
famille. Un ensemble constituant et son complémentaire peuvent être 
enfermés dans des intervalles A et a ayant en commun des longueurs 
aussi petites que l’on veut; il suffit de choisir parmi les différents A et 
parmi Jes différents a des intervalles permettant de faire lamême chose — 
pour la somme, Ceci est analogue au caleul de valeurs SppTounere par 
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excés et par défaut d’une somme connaissant les valeurs approchées 
par excès et par défaut des différents termes (!). 

Dans son Mémoire récent, M. Borel emploie une méthode qui, à 
mes yeux, est pour ainsi dire identique à la mienne. Un ensemble E 
est mesurable si, quel que soite, il existe un ensemble d’intervalles & 
tel que les points de E n’appartenant pas à cl et ceux de <t n’appar- 
tenant pas à E puissent être enfermés dans des intervalles de lon- 


gueur totale e au plus. Telle est en somme la propriété qu'il met en 


œuvre. 
Donc, tandis que je me servais d’intervalles pour obtenir des 


ensembles approchés par excès et par défaut de ceux que j’étudiais, 
M. Borel se sert d’intervalles pour obtenir des ensembles approchés 
et une limite supérieure de l’erreur. On voit qu’il n’y a aucune diffé- 
rence fondamentale entre les deux façons d'opérer que cependant 
M. Borel oppose en écrivant dans son Mémoire : 


« J'ai indiqué cette marche dans mes Leçons sur la Théorie des 
fonctions ; comme j'avais surtout en vue les applications, je me suis 
contenté d'affirmer que le théorème fondamental, ou des procédés 
tout à fait analogues à ceux qu’on a employés pour démontrer ce 
théorème, permettent de justifier ces définitions en prouvant qu’elles 
ne sont jamais contradictoires entre elles. Mais j’ai omis toute démons- 
tration, car la rédaction détaillée me paraissait devoir être longue et 
fastidieuse. 

» Cette justification résulte indirectement des travaux de M. Le- 
besgue, publiés depuis, auxquels je pourrais renvoyer; mais il me 
semble préférable de développer complètement la théorie en restant 
au point de vue des définitions constructives; car c’est la forme sous 
laquelle j'ai été naturellement conduit à ces considérations, à propos 
de questions qui se sont posées dans mes recherches de théorie des 
fonctions (notamment dans ma Thèse), et c’est aussi la forme sous 
laquelle les questions se posent dans les applications. » 

ER AR BOL EN DS RE INR MTNA Te NE er PP sy tr: 

(1) Z., p. 107. Dans ma Thèse, la rédaction est, je l'ai signalé il y a longtemps, incor- 
recte, parce que, au paragraphe 4, il faut, dans la phrase « | La série = m (a: )est conver- 


gente], [si done on a choisi les e; de façon que la série Ye; soit convergente et ait € 
pour somme] ,., », intervertir l’ordre des deux phrases mises entre crochets. 
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22. Examinons done si la forme constructive de la définition, adoptée 
par M. Borel, prépare mieux les applications. Tout d’abord, je dois | 
déclarer que je ne comprends pas à quelles applications M. Borel fait 
allusion; je ne vois pas qu'il ait fait aucune application de la mesure 

Dans son Ouvrage sur la Théorie des fonctions, je ne trouve qu'un 
passage où l’on ble utiliser cette notion ; mais, en réalité, on utilise 
seulement, et incidemment, une dénomination. Et cela est d'autant 
plus certain, que le passage auquel je fais allusion n’est qu'une rédac- 
tion nouvelle d’une étude faite par M. Borel dans sa Thèse, avant qu ‘il 
ne se soit occupé de mesure. 

Voici ce dont il s’agit : M. Borel étudie l’ensemble C i points de 
convergence de certaines séries. Pour cela il enferme l’ensemble D des 
points de divergence dans des intervalles dont il peut rendre la somme 
des longueurs aussi petite qu’il le veut. Il en conclut, grâce à la 
propriété que jai rappelée au début de l’Introduction, que l’en- 
semble C existe effectivement. 

Dans son Livre, M. Borel opère de même, mais cette fois il peut 
exposer le raisonnement en disant : D est de mesure nulle, donc 
D ne contient pas tous les points et C existe. 

Encore cette forme de langage exige-t-elle quelques précautions. 
A la page 67 de son Livre, M. Borel, en déclarant que l’ensemble D 
est de mesure égale à à zéro, ajoute : ; 


« Nous ne sommes d'ailleurs pas assurés que cet ensemble soit 


mesurable; en employant le langage expliqué page 48, nous devrions 


dire que sa mesure est inférieure où égale à zéro; mais la mesure n'est 
Jamais négative. » 


Ainsi, même en ce qui concerne cette pacuda- -application, antérieure 
en réalité à la notion de mesure, la méthode constructive de M. Borel 
_ west pas préférable. Elle supposerait en effet que l’on ait mis en évi- 
_ dence la construction de l’ensemble D à l’aide des deux opérations 
. géométriques qui permettent de construire de proche en proche les 

ensembles mesurables B. 

Or, comme l'indique la phrase citée de M. Borel, on ne le fait pas et 
l’on n’arrive à parler encore de mesure que par extension. Au con- 
traire, avec la forme de définition que j emploie, qui consiste toujours 
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à enfermer l'ensemble dans des intervalles, l’application est toute 
préparée. | oem 

D'une façon générale, dans les applications à la théorie des fonctions 
(sauf celles relatives aux problèmes que pose la classification de 
M. Baire, problèmes que M. Borel n’a pas envisagés), la nature mesu- 
rable B des ensembles rencontrés importe peu et elle n'apparaît pas 
comme liée à la question. La meilleure preuve en est précisément l’his- 
toire de la notion de mesure. M. Borel part d'une question de la théorie 
des fonctions etilest conduit à comparer un ensemble E à un ensemble 
d’intervalles recouvrant E. Il passe de là à la notion de mesure, mais en 
introduisant la notion d'ensemble mesurable B qui n’a au fond rien à 
voir dans la question. Sous cette forme, la mesure n'a eu aucune 
application et s'adapte même mal à la question d’où était parti M. Borel. 

A mon tour, je définis la mesure; je reste fidèle à l’idée primitive de 
comparer les ensembles à des intervalles les recouvrant. Jai ainsi une 
notion s'appliquant parfaitement au problème primitif de M. Borel et 
dont je puis faire de suite de multiples applications à la théorie des 
fonctions. Dans ces applications, j’ai besoin de savoir que les ensembles 
que je rencontre sont mesurables à mon sens, je n’ai pas besoin de savoir 
qu'ils sont mesurables B. Et c’est pourquoi j’ai pu étudier la dérivation 
des intégrales et les séries trigonométriques, par exemple, avant de 
publier mon Mémoire du Journal de Mathématiques, relatif aux 
ensembles mesurables B, et dans lequel je prouve qu’on pourrait, 
sans inconvénients pratiques, se limiter, si on savait le faire, à la 
considération des seuls ensembles mesurables B. ; 

Ainsi la méthode constructive ne prépare pas mieux aux applications 
et n’est pas celle à laquelle le souci de ces applications conduit le plus 
naturellement. Les applications conduisent à la méthode non construc- 
live qui est d’ailleurs la suite la plus naturelle des considérations 
auxquelles M. Borel avait été conduit dans sa Thèse par l'étude d’une 
question précise de théorie des fonctions ('). 


ne nee 


(1) On me permeltra une remarque d’un caractère personnel. Très souvent celui qui 
discute est, par cela même qu’il discute, considéré comme ayant tort; or, avant de 
développer, avec preuves, mes arguments, j'ai à rétorquer, avec preuves, les arguments 
inverses affirmés sans preuves par M. Borel. 
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Certes, quand, pour donner des exemples, on définit un ensemble 
par des propriétés géométriques ou arithmétiques, il arrive souvent 
qu'on obtienne des ensembles que l’on reconnait immédiatement être 


. mesurables B. Mais il ne wi pas confondre exemple et exercice avec 


application. 


23. Ceci m’améne à examiner un autre argument de M. Borel : la 


méthode constructive a l’avantage de ne pas considérer la fonction ou 


l’ensemble en soi, elle permet as se limiter aux fonctions et ensembles 


donnés d’une certaine maniére. Par suite, cette méthode peul se 


réclamer de Cauchy; la méthode non constructive a pour parrains 


- Riemann et Weierstrass. 


D’habitude, on oppose Cauchy et Rae à tu M. Borel 
oppose Cauchy et Riemann l’un à l’autre parce que le premier n’a 


jamais écrit une phrase de définition du mot fonction, tandis que le 


second en a écrit une. Mais, à moins d'attribuer une vertu magique 
aux mots, il n’y a pas en cela matière à opposition puisque tous deux, 


re . . \ = He . 4 Cant) . 
_ quand il s’agit de démontrer, raisonnent sur les propriétés logiques 


de la classe des fonctions sur lesquelles ils opèrent. Il est d’ailleurs im- 


possible de faire autrement, si l’on raisonne. Cependant il y a cette 
_ différence entre Cauchy et Riemann d’une part, Weierstrass de l’autre, 
_que les premiers raisonnent sur les valeurs de la fonction et le dernier 
sur une représentation de la fonction. Quand, par exemple, Cauchy 
définit une fonction de variable complexe, il fait intervenir une pro- 


priété des valeurs de la fonction sans se préoccuper de la façon dont la 


fonction est donnée. C’est seulement lorsqu'il s'agit de reconnaitre si 

- une fonction particulière donnée satisfait à la définition générale posée 
que Cauchy s’occupe du procédé particulier qui a servi à donner la 
_ fonction. C’est exactement de la même façon que j'opère. Au contraire, 
la façon de M. Borel est à rapprocher de celle de Weierstrass avec cette 


circonstance, en quelque sorte aggravante, qu'un même ensemble, 
qu'une même fonction peuvent être donnés d’une infinité de manières 


entièrement différentes. Par suite, à une même fonction, à un même 
ensemble, donnés de diverses façons, correspondent des procédés dilfe- 
rents de définition de l'intégrale « ou de la mesure. Cela rend particu- | 
lièrement sensible E intérêt qu’ ‘ily aa ee ces procédés comme 


ao 1 


\ 
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servant seulement au calcul et à donner une définition établissant un 
lien direct entre la fonction et l'intégrale, entre l’ensemble et la mesure, 
qui ne dépende que de la fonction ou de l’ensemble, non de la facon 
dont ils sont donnés. C’est en faisant cela que l’on peut légitimement 
se réclamer du nom de Cauchy. 4 

Je ne veux nullement opposer un exclusivisme à un autre, ils sont 
tous néfastes; mais je tiens a dire que j'ai, moi aussi et moi surtout, 
le droit de me réclamer de Cauchy. 

En somme, la seule différence véritable entre l’exposition construc- 
tive de M. Borel et la mienne, en ce qui concerne l'intégrale, c’est 
l'absence, dans l'exposition constructive, de tout lien direct entre 
l'intégrale et la fonction intégrée. La seule considération que l’expo- 
sition constructive supprime est loin d’être une considération para- 
site : c’est la généralisation de la relation entre 


ff tarde 


et 

SE Xf (Ei) (dits — ær) 

dans le cas où f(x) est continue. Avec l'exposition constructive, on 
peut.ignorer cette relation, même dans le cas où f(x) est continue et 
cela précisément parce qu'on ne considère pas la fonction en soi. 

La méthode constructive ne considère pas l’ensemble en soi, ni la 
fonction en soi; elle étudie uniquement les ensembles ou les fonc- 
tions donnés d’une certaine manière. Mais c’est pour en déduire une 
propriété de ces ensembles ou fonctions; cette propriété obtenue, on 
raisonne, qu'on l’avoue ou non, sur tous les ensembles ou fonctions 
la possédant, que ces ensembles ou fonctions puissent ou non étre 
obtenus par les procédés constructifs primitifs. Je fais allusion ici à 
ces propriétés que M. Borel exprime d’une façon pittoresque en disant 
que tout ensemble mesurable B ne diffère d’intervalles qu'à 2e pres; 
que toute fonction de Baire ne diffère de fonctions continues qu'à 
3e près. Or les ensembles qui ne diffèrent d’intervalles qu'à 2e près 
sont précisément les ensembles mesurables que j'ai considérés; les 
fonctions qui ne diffèrent de fonctions continues qu’à 3e près sont les 
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fonctions mesurables que j’ai considérées. Les deux méthodes s’oc- 
cupent donc de la mème classe de fonctions, elles ont la même géné- 
ralité quand on les utilise convenablement el M. Borelle signale à ie 
tiples reprises. A d’autres moments, il tient à ne conclure que pour 
_les seuls ensembles ou fonctions donnés par les procédés constructifs ; 
la méthode non constructive lui parait alors plus générale, et, 
comme cette plus grande généralité ne sert praliquement à rien, il 
peut la qualifier fl apparente. Je rappelle que cette plus grande 
généralité n’entraine d’ailleurs aucune Pique ation dans les raison- 
nements, au contraire. 

Au reste, supposons qu’au has d’avoir donné la définition de l'inté. 
grale, par exemple, pour toutes les fonctions possédant une certaine 
propriété P, puis d’avoir démontré dans un second paragraphe que toutes 
les fonctions de Baire possède cette propriété P, j’ai interveru l’ordre 
de ces deux paragraphes; j je n’aurais plus considéré la fonction en soi. 

En résumé, il n'y a entre les deux modes d’ exposition que des diffé- 
rences trés Sables comme il en subsisle toujours, par exemple, entre deux 
expositions d'un même raisonnement; mais la méthode constructive ne 
met pas en évidence de lien direct entre mesure et ensemble mesuré, entre 
intégrale et fonction intégrée. Par suite, elle cache le véritable intérét des ~ 
notions de mesure et d’intégrale, elle prépare moins aux applications. De 
plus, on verra de suite qu’elle conduirait à parler de l'intégrale sans 

utiliser la théorie des ensembles, dont je vais m’efforcer de montrer le _ 

_ rôle important dans les recherches récentes sur les fonctions de 
variables réelles. 

Je veux dire auparavant un | mot de la notion d'ensemble mesurable B 

qui joue un rôle capital dans les travaux de M. Borel. En réalité, cette 

notion est étrangère aux questions de mesure el d'intégration ; son 

véritable rôle est ailleurs, on va le voir bientôt. 

Sans doute, à cause de la difficulté de sortir de laclasse des ensembles 
mesurables B, il y aurait intérêt à connaitre des méthodes s ‘appliquant 
- à ces seuls ensembles et seulement aux fonctions de Baire qui corres- 
pondent à ces ensembles, pourvu toutefois que ces méthodes ne 
soient pas trop compliquées. Mais jusqu'ici on ne connaît aucune 

méthode applicable à ces seuls ensembles et fonctions. M. Borel part 
bien des définitions de ces seuls ensembles et fonctions, mais par la 


230 ' HENRI LEBESGUE. 


suite il raisonne sur des classes plus vastes que celles d'où il était 
parti. 


IV. — Les fonctions de variable réelle. 


24. Je vais rechercher les conceptions qui ont joué le rôle essentiel 
dans les travaux récents sur les fonctions de variable réelle. Je n’en- 
tends pas faire un historique complet et reconstituer les pensées des 
auteurs, je veux seulement mettre en lumière quelques idées, incons- 
cientes, non exprimées à l’origine, qui, peu à peu, se sont cegasses et- 
autour desquelles se groupent t les principaux travaux. 

A l'origine du mouvement on rencontre le nom de Baire (‘); sa 
These est restée justement célébre. Elle donnait le plus beau démenti 
à cette opinion alors si répandue qu'il n’était possible de faire aucun 
travail sur les fonctions de variable réelle et qu’au reste cela ne servi- 
rait à rien (?); et en ce sens elle eut une première influence, en quelque 
sorte morale. 

I] faut noter ensuite l’importance du résultat principal de cette Thèse 
et surtout l'originalité des moyens mis én œuvre pour y parvenir. 
Beaucoup de qualités diverses des ensembles avaient été distinguées ; 
l’emploi constant de la théorie des ensembles joint à une analyse minu- 
tieuse, à une dissection de la notion de continuité, permit à M. Baire 
de distinguer beaucoup de qualités des fonctions et de délimiter des 
classes de fonctions ayant des propriétés communes précises. Je fais 
allusion ici aux fonctions semi-continues, aux fonctions ponctuelle- 
ment discontinues, aux fonctions continues quand on néglige les 
ensembles dénombrables, etc. (*). 


(1) Les premières Notes de M. Baire, qui orientent neltement ses recherches, sont anté- 
rieures au Livre de M. Borel sur la Théorie des fonetions. La Thèse de M. Baire est . 
postérieure à ce Livre, mais il est évident que M. Baire en a peu subi l'influence. © 

(2) On citait alors comme un tour de force unique la définition de Darboux pour les 
intégrales par défaut et par excès; définition que l'on n'utilisait jamais d’ailleurs. 

(*) Bien entendu, il ne serait pas difficile de trouver des précurseurs, et cette obser- 
vation s’appliquera à tout ce qui suit; mais ce que je veux dire, c'est que M. Baire a 
utilisé ces procédés avec plus de continuité et avec plus de bonheur que nul ne l'avait fait 
avant lui. Il à ainsi appelé l’attention sur ces procédés qui, avec lui, ont commencé à 


\ 
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Mais l’apport principal de M. Baire est la conception de cet ensemble de 


fonctions qui contient les polynomes et qui est fermé par rapport aux 


opérations addition, multiplication, passage à la limite. 
3 , : 5 4 . 5 
Cest l’ensemble des fonctions représentables analytiquement ou 
fonctions de Baire. Sans qu'on puisse affirmer que cet ensemble de 


fonctions suffira à tout, il est bien certain qu'il est très vaste et que la 


le 


_ parce qu’elle sera peut-être trop vaste pour que nous réussissions à 


plupart des questions d’Analyse ne nous en ferons pas sortir. La 


théorie des fonctions de variable réelle peut done prendre provisoi- 


rement comme but l'étude des fonctions de Baire. Provisoirement, 
parce que cette classe de fonctions sera peut-étre insuffisante et aussi 


4 


l’étudier. 

25. Siune propriété appartient aux polynomes et se conserve à la 
limite, le procédé par récurrence transfini qui permet de définir toutes 
les fonctions de Baire, permet aussi de leur étendre la propriété consi- 
dérée. Le premier exemple d'une propriété commune à toutes les 


fonctions de Baire a été donné par M. Baire lui-même: |. Toute fonction 


de Baire est ponctuellement discontinue sur tout ensemble parfait, 
quand on néglige les ensembles de première catégorie (Comptes rendus, 
11 décembre 1899). ; | SN Cr “ 
Vient ensuite la propriété énoncée au n° 16 : I. Toute fonction de 
Baire est mesurable, (Comptes rendus, 29 avril 1901). Dans ma Thèse 


je l’ai remplacée par ce résultat plus précis: III. Toute fonction de 


_ Baire est mesurable B. Je laisse de côté cet énoncé sur lequel j'aurai 
_à revenir et je m'occupe des deux premiers, bien que j'aie peu de 


_ chose à dire de celui de M. Baire qui n’a pas encore été étudié. Je 


veux seulement remarquer qu'il existe certainement des fonctions, 


auxquelles s'applique l’énoncé II sans que l'énoncé I s'applique et 


que, si on limitait l’énoncé de M. Baire à la seule considération de la 


_ discontinuité sur l'intervalle considéré, il y aurait aussi des fonctions 


= 


_ devenir conscients, à constituer par suite un instrument en quelque sorte catalogué auquel 
‘on sait qu'on pourra avoir recours dans telle ou telle circonstance. 


Au sujet des travaux de M. Baire et de toutes les questions traitées dans ce Chapitre, 
on consultera avec fruit l'Ouvrage récent de M, de la Vallée Poussin : Intégrales de 


- Lebesgue, Fonctions d'ensemble, Classes de Baire; Paris, Gauthier-Villars, 1916. 
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- satisfaisant aI sans eontioraired a II. En utilisant les ensembles Z (a, a, D. 
du n° 12, on peut en effet définir dans (o, 1) un ensemble X qui soit à _ 
la fois de mesure 1 et de première catégorie; son complémentaire Y s sera 
donc de seconde catégorie et de mesure nulle. Une fonction non mesu- 
rable sur X et nulle sur Y serait cependant ponctuellement discontinue % 
sur (0, 1) quand on néglige les ensembles de première catégorie. PRISES 
Au reste l'énoncé de M. Baire est purement qualitatif, il est peur ess 
vraisemblable qu’il soit équivalent au second énoncé qui est purement ne pes ae 
métrique. Tl pourrait au contraire être équivalent au troisième, car, = 
comme je l’ai dit, la qualité d’être mesurable B est une qualité topolo- — 169 eco 
_gique (impliquant la possibilité d’une certaine unie et non : ars 
Feet _ une qualité métrique. Se UNSS 
SET 2 Le second théorème est susceptible dé bien oe énoncés ; 1 nd Me 
# de la forme de définition choisie pour les fonctions mesurables. Celle ee | a tha 
_ que j'ai donnée peut, comme on l’a vu au n° 17, être formulée ainsi : Apes 
f(a) est mesurable si, en tout point, elle diffère de moins de € de FREE 
l’une des fonctions Oy, arte chacune de ces fonctions Pr n'éANE eU 
| définie que dans un intervalle [, où elle est constante, et les parties | EN 
ORNE _ communes à deux I, ayant une longueur. totale inférieure à €. RIRE 
RE 4 PERTE Celle de M. Borel, n° 16, consiste à dire : J(æ) est mesurable si elle À Se es 
Pie -__ diffère de moins de e d’une fonction continue g(x) considérée seule- ae de 
ment pour les points extérieurs à des intervalles tp p dont la: somme des” 
Boe A > ok longueurs est ausat petite que l’on veut. : 
ne rae a | Cette seconde forme conduit de suite à une froisiéme:: = ‘Fas, est 
mesurable si elle est, sauf aux points d’un ensemble de mesure nulle, 
la limite d’une suite de fonctions continues convergeant peurs tn 
partout. | à age se 
~ Bien que la première fociie: conduise cits Lie à la Mgr le pas “LEE 
TRS 4 sage de la premiére forme au théorème qui constitue la troisième a + 
yaa = d’abord été fait par une voie très indirecte, mais donnant un résultat 
Etat | = bien plus précis. J'ai prouvé en effet que toute fonction sommable f ¢ est 
presque partout la dérivée de son intégrale indéfinie F précisément en 
ou “montrant que Va est, presque partout, la limite de la fonction bp Es 
f. À 


ne ep Te UOTE SENS 


at 


Che 


(1) Comptes rendus, avril 1903, ot Z., p. 120 et-suiv. 
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Ceci montre bien la différence qu’il y a entre démontrer et découvrir: 
pour démontrer, le procédé du passage à la limite permet souvent 
d'arriver tout de suite au but, mais jusqu'ici ce sont les considérations 
de théorie des ensembles qui ont fait deviner (*). 


26. Nous devons rechercher dans les Leçons sur la Théorie des 
fonctions de M. Borel son apport particulier, bien que ces Leçons soient 
surtout un travail d'exposition écrit en vue de la théorie des fonctions 
de variables complexes. Nous remarquons d’abord l'emploi constant et 
pour ainsi dire unique de considérations sur les ensembles comme 
instrument de recherches. Mais il ne s’agit pas d’un emploi de toute la 
théorie des ensembles, M. Borel ne raisonne jamais au contraire que sur 
des ensembles dénombrables ; ensembles dénombrables de points, d’in- 
tervalles, de conditions ou d’ opérations. M. Borel écrit à la page 122 de 

ses Leçons : « Nos connaissances précises sur les puissances diverses 
n’excedent guère la remarque suivante : il y a des ensembles dénom- 
brables et des ensembles non dénombrables, cette dernière notion étant 
surtout négative. » Mais, pour lui, la puissance du dénombrable est 
une notion positive, c’est presque un nombre comme un autre. 

Je ferai peut-être mieux saisir ce qu'a de particulier la manière de 
M. Borel en citant deux faits qui me paraissent Pun une exagération, 
l’autre un inconvénient de cette manière. 

Tandis que M. Borel ne conçoit pas qu’on parle d’une infinité d’élé- 
ments sans loi, il l’admet pour les infinités dénombrables et parle de 
la série de Taylor la plus générale sans loi. [Lettres sur la théorie des 
ensembles Lo: de la Écaiéte mathématique, 1905 ).] 


(1) La démonstration du théorème, impliqué par la troisième forme d’énoncé, qui est 

_ donnée par M. Borel dans son Mémoire, est particulièrement simple. Elle repose, comme 

~ la démonstration qu’il donne pour la compatibilité des propriétés imposées à la mesure, 
sur un lemme intéressant qui lui est personnel. M. Borel n’énonce le théorème que pour 
les fonctions de Baire bornées; sa démonstration s SUCRE à toutes les fonetions mesu- 
rables, bornées ou non’ 

_ M.Borel place ce théorème au premier plan pour mettre en évidence, dés le debit les 

ressemblances entre les fonctions mesurables et les fonctions continues. Cette idée me 

paraît heureuse, mais il ne faut pas se servir de cette propriété des fonctions mesurables 
- pour diminuer l'emploi de la théorie des ensembles dans l'étude de ces fonctions. 
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On sait que M. Borel n’a démontré son célèbre théorème fonda- 
mental sur les intervalles, ‘que pour le cas où l’ensemble de ceux-c1 
est dénombrable, laissant ainsi de côté le cas général indispensable 
cependant aux applications à la théorie des fonctions, cas général 
que son raisonnement lui donnait de suite, à condition de renoncer à 
compter les intervalles un à un ('). Le 

Donc M. Borel compte un à un les éléments des sommes qui en con- 
tiennent une infinité dénombrable ou un nombre fini. C’est dire qu'il 
était tout préparé, dès qu'il eut enfermé les points de D (n° 22) dans des 
intervalles dont la somme des longueurs était inférieure à la longueur 
totale considérée, à conclure qu’il n’avait pas enfermé toute cette 
longueur. Ceci est l’application de sa Thèse et, par la facon même 
dont j'imagine qu'il y fat conduit, il était tout préparé à voir là le 
premier pas vers une théorie de la mesure des grandeurs, où l'on pour- 
rait diviser celles-ci en une infinité dénombrable de parties et non 
plus seulement en un nombre fini comme dans la théorie ordinaire. 

J'ai fait. remarquer plus haut que des considérations topologiques 
avaient conduit M. Borel à une notion métrique, mais on voit que 
les raisonnements faits par M. Borel étaient, eux, purement arithme- 
tiques, numériques, si je puis dire. Et c’est parce qu’au cours de ces 
raisonnements M. Borel y traitait du nombre « infini dénombrable » 
considéré comme somme d’unités, qu’il est arrivé à parler de la mesure 
de la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles constituants. 

La définition descriptive de la mesure, posée par M. Borel, est sans 
doute le premier exemple net de l’emploi d’un infini actuel en mathé- 
matiques. On peut bien dire, si l’on veut, que la somme d’une série est 
la somme des termes, mais cela n’est vrai que pour les séries absolu- 
ment convergentes et les raisonnements que l’on fait pour légitimer 
alors la considération de l’infinité non ordonnée des termes permet, en 
même temps, de ne pas se servir de cette infinité (2). 

PULL HEPES IP LOUE ARS AE SEEN PAM Fg ee pt ie 0 

(1) Voir la note qui termine la Thèse de M. Borel et Z., p. 105. C'est à la même préoc- 
cupation, compter les éléments un à un, qu’il faut rattacher, je crois, le désir de définir la 
mesure pour les seuls ensembles mesurables B, 


(?) Il n'en est pas moins vrai qu'il y a des rapports étroits entre les nouvelles théories 
de la mesure et de l'intégrale et la théorie des séries absolument convergentes; c'est 


’ 
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On dit (!) qu’une fonction /(e), d'éléments ¢ dont on sait définir la 
somme Le, est additive, lorsque 


f(%e) = 2f(e); 


jusqu'à M. Borel on n'avait jamais obtenu que des fonctions ayant 
Padditivité réstreinte tandis que la mesure possède l’additivité complete, 
cest-a-dire que l’on peut considérer les sommes X formées d’une 
infinité dénombrable d'éléments. 
_ : L’additivité complète est une propriété qui tend à jouer un très 
grand rôle dans la théorie des fonctions de vari iable réelle, où on l’a 
rencontrée sous des formes variées. 
La différence entre les définitions descriptives de la mesure posées 
par M. Jordan et par M. Borel est donc capitale. 
Il importe peu que M. Borel ait, comme il la fait, ‘ajouté à cette 
définition son emploi pour le calcul de la mesure des ensembles se 
déduisant des intervalles par addition et soustraction, c’est-à-dire 
-pour les ensembles mesurables B. Cela allait de soi. Le point impor- 
tant, c'est qu'il ait donné la définition descriptive de la mesure. 
= Il serait injuste, cependant, de réduire à cela son apport, car ce n’est 
qu'une application particulière de cette idée directrice : l'injént 
dénombrable est presque un nombre entier. Je suis obligé de me borner 
à cet énoncé un peu vague, précisément à cause de la variété des utili- 
sations possibles de cette idée. 


ie Pout la méme eis n’essaierai pas de formuler de façon tres 
précise l’idée essentielle autour de laquelle se groupent mes recherches. 
Pour avoir une sorte de plan de travail, il nous reste encore à 
apprendre à quels ensembles, attachés aux fonctions considérées, nous 
essaierons d'appliquer les procédés de MM. Baire et Borel. Le souci de 
construire « sur mesure » eras m'a Ponte comme je l’ai dit, 


ay 


_ 


pourquoi la limitation aux Barton absolument intégrables, que ie me suis parfois 

imposée, n’est pas artificielle. 

pe aE} DUR Sur l'intégration des fonctions discontinues (Annales de l'Éc ole Nor- : 
male, Hate 


- 


- 
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n° 19, à considérer les ensembles E[a < /(æ) < b| formés des valeurs 
de æ pour lesquelles la fonction vérifie la relation écrite entre paren- 
thèses. Pour moi, donner une fonction, ce n'est pas donner la correspon- 
dance | f(x), «|, c'est donner les ensembles Bla < f(æ) < bj. Les en- 
sembles E[a< f(x) <b] sont connus, dès que l’on connait ceux 


relatifs aux valeurs rationnelles de a et de b; par suite, les fonc- . 


tions sont composées par une infinité dénombrable de constituants; 
nous pourrons utiliser des raisonnements du genre de ceux de 
MiBorel:: 2771 ARS AR pe 
Beaucoup de problèmes se traduisent de suite en problèmes relatifs 
aux ensembles E(a< f <b); la définition de l'intégrale en a été le 
premier exemple. ee 


28. Dans l'intégration, un ensemble de mesure nulle est négl igeable, 


comme une valeur de la variable dans l'intégration ordinaire; comme 


première propriété de l'intégrale, nous trouvons qu’elle admet pour 


dérivée la fonction intégrée sauf pour un ensemble de points de mesure 
nulle. C’est là le premier exemple de ces propriétés vraies presque 
partout, de ces développements valables presque partout qui se sont — 


présentés en si grand nombre et qui ont permis de comprendre, par 


exemple, les faits relatifs à la convergence et à la divergence des inté- _ 


grales singulières. >, | 
L'ensemble singulier rencontré est l'équivalent d'une singularité isolée 
pour une fonction continue. we 


+ 


29. De même qu’un ensemble de mesure nulle est l'équivalent du 


point dans la théorie ordinaire, un ensemble quelconque est l’équi- 


valent d’un intervalle. L'intégrale indéfinie, dont le principal rôle 
consiste à fournir l'intégrale dans un intervalle quelconque, deviendra 


la fonction d'ensemble égale à la valeur de l'intégrale étendue à 
l'ensemble considéré. C’est la considération de cette fonction d’en- 


semble qui a permis d'établir une théorie uniforme, quel que soit le 


nombre des variables, question qui n’était pas traitée, comme on sait, 
même pour le cas des seules fonctions continues. | ; 


Cette fonction d'ensemble, qui se réduit à la mesure quand la fonc- 


tion intégrée est égale à un, possède comme elle l’additivité complète; 


> 


PCT A A VO NE 


\ 
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elle est de plus absolument continue ('). Cette dernière propriété est 
analogue de la continuité uniforme des fonctions de points. 

_Je n'ai pas l'intention de résumer les résultats obtenus; ce que je 
viens de rappeler suffira à faire voir avec quelle simplicité s’est déve- 
loppée la théorie à partir de cette idée que les éléments constituants 


des fonctions sont des ensembles de valeurs de la variable. En voici 


une autre Conséquence, qui va nous ramener à la considération des 
ensembles mesurables B. | 
_ 30. La considération des ensembles E[aS f(x) <b] conduit de 
suite à cette constatation que j'ai donnée dans ma Thèse : toute fonc- 
tion de Baire est mesurable B. Dans un Mémoire sur les fonctions repré- 
sentables analytiquement, j'ai démontré la réciproque. De plus, j'ai 
prouvé qu'il y a une correspondance exacte entre la place qu’occupe 
une fonction /(æ) dans la hiérarchie des classes de M. Baire et la 
complication des procédés donnant, par addition et multiplication 
effectuées à partir des intervalles, les ensembles mesurables 
E[a< f(x) <6| correspondants (?). 2 

C'est dans des problèmes de cette nature, analogues à ceux que 
pose la classification des irrationnelles algébriques, que les ensembles 
mesurables B ont un rôle fondamental à jouer (*). oe 

A la fin de cette étude, j’ai défini une fonction non mesurable B et 
par suite des ensembles non mesurables B. En donnant cette définition 


(1) Cette dénomination est due à M. Vitali. En citant un intéressant travail de M. Vitali, 
dans lequel il montrait l'intérêt de la notion de fonction absolument continue, j'avais 
cru devoir rectifier un énoncé que je lui attribuais en disant qu'il fallait y remplacer 
le mot rettangolo (rectangle) par le mot quadrato (carré). En réalité si, dans toutes les 
définitions préparatoires, M. Vitali avait employé le mot rettangolo, dans l'énoncé final se 
trouvait bien le mot guadrato, ce que j'ai reconnu seulement quand M. Vitali, signalant mon 


. erreur, a écrit ce mot en caractères tellement gros qu’il me devenait impossible de ne pas 


le voir (Viraer, À. Acc. d. Sc. di Torino, 1907-1908. —- LeBEsGur, Annales de l’École 
Normale, 1910. — Vrrar, R. della R. Acc. d. Lincei, 1912). 

Te ae (Se CMD a ele acide 

(3) Comme conséquence des résultats de mon Mémoire, M. Alexandroff a prouvé que 
tout ensemble mesurable B et formé d’une infinité non dénombrable de points contient un 


- ensemble parfait. De sorte que la puissance d’un ensemble mesurable B est, ow finie, ou 


dénombrable, ou égale à celle du continu. C’est là un résultat d’un intérêt philosophique 


_ considérable, que je tenais à citer ( Comptes rendus, 28 février 1916). 
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j'ai fait quelques réserves, mais je ne vais pas aussi loin que M. Borel 

et c’est pourquoi je veux préciser. Supposons que nous disions qu'un 

nombre æ est égal à o ou 1 suivant que la constante d’Euler est ration- 
nelle ou non; il est certain que æ est ainsi défini logiquement : à l’aide 

d’un nombre fini de prémisses. Cela est s/lusoire pour mot, parce que, 

moi, je ne sais pas utiliser ces prémisses qui, par suite, ne me font 
pas connaître, à moi, le nombre défini. Mais la difficulté vient seule- 

ment de mon ignorance; elle est tout autre quand, dans le raisonne- 

ment de M. Zermelo, on parle d’étres qui ne sont pas caractérisés par un 

nombre fini de prémisses, de sorte que, non seulement je ne sais pas, 

moi, de quels étres on veut parler, mais personne ne le saura jamais. 

Comme je ne concois pas comment on pourrait raisonner a à partir 
d’une infinité de prémisses, je fais à l’occasion de ces raisonnements 
des réserves formelles. Ici, la difficulté ne vient pas de mon ignorance, 
elle a un caractère logique. 

L'existence d’ensembles non est bles B me parait démontrée, 
mais on ne connait jusqu'ici aucun ensemble, nommé sans l'emploi du 
raisonnement de M. Zermelo, qui ne rentre pas dans la classe des 
ensembles mesurables. Récemment (‘), M. Sierpinski a cependant 
déclaré que l'existence d’ensembles non mesurables lui paraissait tout 
aussi établie que beaucoup d’autres propositions mathématiques; 
celle-ci par exemple : L'ensemble des ensembles dénombrables de 
points a la puissance du continu. 

Cette déclaration de M, Sierpinski me Date à quelques observa- 
tions. Voici ce que fait M. Sierpinski. Il traduit l’énoncé précédent 
en disant : à tout ensemble dénombrable de points E on peut faire cor- 
respondre un nombre f(E) et, de cette fonction d'ensemble dénom- 
brable, il déduit une fonction ordinaire 9(a) qu’il prouve être non 
mesurable, en imitant ce que j'avais fait ailleurs (?). 

Mais, ce que l’on démontre ordinairement, c’est qu’à tout ensemble 
dénombrable de points E on peut faire corresponde un ensemble 
dénombrable ¢ de façon qu’ a des E différents correspondent des € sans 
nombres communs, et c'est cela seulement qu’on exprime en disant 
que l’ensemble des E a la puissance du continu; en extrayant de € un 


(1) Canines rendus, 4 juin 1917. 
() Bulletin de la Société math. de France, 1907; Ace. R. delle Se. di Torino, 1907. 
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nombre déterminé f(E), M. Sierpinski fait précisément le choix d'où 
viennent les difficultés que soulève le raisonnement de M. Zermelo (‘). 


31. Un autre résultat fourni par la tes Te ensembles 
Ela</f(2).<6], 


c’est que aie les fonctions et tous les ensembles nommés jusqu’ ici 
sont mesurables B. Il ne faut pas confondre ce résultat avec le précé- 
dent qui constituait un théorème ; le nouvel énoncé n’est que l’abou- 
tissement dé toute une série de FRERE et, pour cette raison, sa 
signification doit être précisée. 

Pour l'établir il faut ; 1° montrer que tous les procédés utilisés 
pour obtenir des ensembles à partir d’ensembles précédemment 
définis se ramènent à ceux de M. Borel; en fait, on n’a employé que 
des procédés peu variés se présentant en général immédiatement sous 
la forme même considérée par M. Borel; 2° montrer quetousles procédés 
utilisés pour obtenir une fonction à partir des fonctions antérieure- 
ment définies rentrent dans ceux utilisés par M. Baire; cela aussi est 
immédiat quant aux procédés purement analytiques (?); pour ce qui 
est des procédés arithmétiques, on peut les ramener à des définitions 
analytiques et à la troisième opération qu’il me reste à considérer; 
3° montrer que tous les procédés utilisés pour définir une fonction 
à partir d’un ensemble ou un ensemble à partir d’une fonction se 
ramènent à l'opération qui lie E[ a < f(x) <6] à f(a). A partir d’un 
ensemble E on n’a jamais défini une fonction / qu’en disant : j sera 
sur E égale à telle fonction connue, en dehors de E elle sera égale 
à telle Autre Cette opération est facile à examiner. 

Les passages de fonctions à ensembles sont autrement variés; ceux 
qu’ on avait utilisés dans la théorie des fonctions consistaient presque 
tous dans la considération de points qui sont singuliers à un certain 
titre (ensemble des infinis, des poles, des points de discontinuité, des 


(1) Une obseryation analogue m’a été faite par M. de la Vallée Poussin. Comparer avec 
ce que je dis dans le Mémoire du Journal de Mathématiques, au bas de la page 215 et 


aussi au problème de choix trailé dans l'article cité du Bulletin de la Société mathématique. 


(2) C'est d’ailleurs la considération de ces procédés analytiques qui ont conduit 
M. Baire à la conception de l’ensemble des fonctions de Baire, conception d’où devaient 
dériver les résultats examinés aux n° 30 et 31. A 


4 
y» 
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points de divergence, des points de non intégrabilité, etc.); à tous 
ceux-là, il faut ajouter l'infinie variété des définitions arithmétiques. 

En traitant un certain nombre d’exemples on se convainc que tous 
les procédés rentrent bien dans l'opération indiquée. Le résultat n’a 
donc que la valeur d’une constatation, d'autant mieux fondée quel’ on. 
a examiné plus de cas, mais qui reste indéfiniment révisable, puisqu'à 
chaque instant on peut imaginer un procédé nouveau ('). 


32. C’est pourquoi, les mots « bien définis » ayant déjà un sens 
précis en Mathématiques, on ne peut accepter la dénomination d’en- 
sembles bien définis à la place de celle d’ensembles mesurables B, 
qui est adoptée par M. Borel dans son Mémoire récent. Un être est 
«bien défini » quand il est caractérisé logiquement par un nombre 
fini de prémisses. Il n’est pas démontré que tous les ensembles non 
mesurables B sont « insuffisamment définis » et cependant la dénomi- 
nation adoptée par M. Borel jetterait en quelque sorte la suspicion pré- 
cisément sur les travaux mêmes qui, en faisant connaître l'étendue des 
ensembles mesurables B, ont donné à M. Borel les raisons qu’il invoque 
pour cette dénomination (voir p. 244, en note). 

Le contraire est même démontré, par les exemples de EG et 
d’ensembles mesurables B que j’ai formés; pour adopter sa dénomi- 
nation, M. Borel modifie le sens habituel des mots bien définis. Un 
nombre égal à o ou à 1, suivant que la constante d’Euler est rationnelle 
ou non, n'est pas bien défini, avec le sens qu'il adopte. 

Il y a plus, M. Lusin et un de ses élèves, M. Souslin, viennent d’an- én 
noncer (*) qu'ils avaient réussi à nommer numériquement, par le 
procédé suivant, un ensemble non mesurable B : ils définissent une 
série de polynomes P,(æ) convergente; l'ensemble considéré est l’en- — 
_sembleE, des valeurs y prises par la somme de la série. - 

E, est la projection sur Oy de l’ensemble mesurable B formé des : 
points du plan dont les coordonnées vérifient l'égalité | 


y = limP,(@)s 


Ainsi, la projection d’un ensemble mesurable B peut être non mesu- 
-_—_. ———————_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—_—p—pZEZLELELE pq 

(1) C’est avec ce sens que je l'ai indiqué dans l'Introduetion de F. R. 4. 

(?) Comptes rendus, 8 janvier 1917. 


REMARQUES SUR LES THEORIES DE LA MESURE ET DE L'INTÉGRATION. 241 


rable B; l'opération qui consiste à prendre la projection d’un ensemble 
ne peut être ramenée à celles considérées par M. Borel. 


33. Ce fait est en contradiction avec certaines fee Gone de mon 
Mémoire de 1905 que je vais corriger sur quelques points. —~ 
Parmi les opérations analytiques que l’on peut avoir l’idée d’utiliser 
pour définir de nouvelles fonctions se trouve la résolution des équa- 
tions, c’est-à-dire le. procédé des fonctions implicites. J'ai étudié ce 
procédé, parce qu'il m'avait servi antérieurement pour étendre des 
résultats de M. Baire ('). 
ou f(2,y) =o 
É équation à résoudre, qui définit implicitement - y = (x); supposons 
f mesurable B, il faudrait démontrer que ? l’est aussi. Si a et b sont 
deux nombres quélconques nous avons à étudier l’ensemble des 
valeurs de x, E[a<o(x) <b], qui est la projection sur Ow de la 
partie de l’ensemble Ef[f(x,y)=o| pour laquelle y est compris 
entre « et b; cette partie est un ensemble mesurable B. Il faudrait donc 
prouver que tout ensemble mesurable B a une projection mesurable B 
et, comme un tel ensemble s'obtient par des sommes et des produits 
d’ensembles précédemment définis, suivre en projection ces opéra- - 
tions. À une somme correspond une somme en projection, mais à un 
produit ne correspond pas nécessairement un produit. J'ai affirmé à 
tort le contraire (?); le théorème que j'en déduis (théorème XVII) : 
une fonction définie explicitement à l'aide al Gd pressions analytiques est 
-exprimable analytiquement d'une manière explicite, n’est pas démontré. 
La projection est un cas particulier des transformations ponctuelles 
définies par des eck 


Y= Kile La. +» En). CADET Xp LT Bay vs sx): 


dans ES les F sont des ions continues. Les considérations 
générales sur ces transformations tombent pour la même raison (°). 


(1) Comptes rendus, 27 mars 1899. : L 
(A) FRA, p. 192. te) 
CP) FU: og, De 399. 

Ann. Ke. Norm., (3), XXXV. — Aour 1918, 


ay 
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Mais l’énoncé que j'en déduis (*) peut néanmoins être conservé fei. 
moyennant cette restriction : à un point X,, X:: ...,X, correspond BIS 
seulement un nombre fini de points æ,,æ, -.., Xp Gat aay DSP EEE 
_Avec cette restriction, à un produit correspond un produit pourvu Sri 
qu'on s'occupe du produit d’ensembles emboités les uns dans les :  ? 
Ks eae autres, cas auquel on peut toujours se limiter. Les corrections à faire FANS 
à mon Mémoire se réduisent done à une restriction à apporter à l'énoncé 
de la page 197 et à Vabandon du théorème XVII. ; AL. 
MM. Souslin et Lusin annoncentqu'ils possèdent une démonstration i" Somes 
de ce théorème. C’est d’ailleurs en particulier pour l'obtenir que ces oe 
auteurs ont créé tout une théorie qui les conduit à une nouvelle Se 
classe d’ensembles :les ensembles A. Cesensembles, qui se conservent = 
en projection, et qui contiennent les ensembles mesurables B, sont = 
‘toujours mesurables, mais ils ne sont mesurables B qu’ exceptionnelle- 2 LS 
ment, quand une certaine condition @unicité est remplie (*). Sar 
‘ Des résultats annoncés, le lecteur déduira facilement des opérations | 
> -? géométriques ou fonctionnelles permettant de former des ensembles 
ou des fonctions non mesurables B à Pas Dhs bre ou se fonctions — 
=. mesurables B : = ; f 
Projeter un ensembles te ses points deux à ciate ut: faire ee” 
_ balayer certaines trajectoires et, d’une façon générale, lui faire subir 
2 | une transformation continue, mais dont l'inverse ne soit pas univoque; 
NÉE prendre, pour chaque valeur de +, la borne supérieureo (æ) de f(æ,y) 
Ms ROULE pour y variable, ou Poscillation, o ou faire subir à une fonction Fe). ace 
oe ARENA à changement de variable ES An À étant continue. es 


~ due . L aM = 


(i) FR. A., p. 197. Le 3 | 
(2) Ce qui entraine d’ailleurs maintenant pire et exclut par conséquent Tapplication . ae SE 
Se at Se au cas de la projection. Cette restriction se rencontre dans toutes les applications: que je Pre, 


fais, en particulier dans celle de ma note primitive et c’est peut-être parce que j ‘ai tou- 
jours pensé en réalité au cas particulier de cette note que je me suis trompé. 

(3) Celle-ci est remplie quand il s’agit d’une projection d'un ensemble mesurable B , 
ARE telle que tout point de l'ensemble projection ne soit projection LR d'un pant deze: nies 
ee l'ensemble projeté; d'où le théorème XVIII. | See oe ae 
ae Cette condition est aussi en relation avec la restriction que j'ai dû apporter à l'énoncé LR 3 


was é | de la pagerg7etavee los ‘questions de choix soulevées par les travaux de MM. Ler meloet — — G.. 
‘er d Sierpinski. a 


: a 
- 
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vi +! > 


REMARQUES SUR LES THEORIES DE LA MESURE ET DE L'INTÉGRATION. 243 


Nous avions déjà vu qu’il n’y avait aucun avantage à essayer de limiter 
les définitions de la mesure et de |’ intégrale au seul cas des éléments 
mesurables B, parce qu'on ne gagnait rien en simplicité et qu’on s’im- 
posait ainsi une restriction logiquement étrangère à la question; la 
confirmation des résultats de MM. Souslin et Lüsin montrerait de plus 
que cette re striction nous conduirait à laisser de côté des fonctions s’in- 
troduisant naturellement en Analyse et bien définies au sens classique 
usuel de ces mots. 


NV = Questions de priorité. 


34. Dans ce qui précède, je me suis occupé uniquement de ques- 
tions pédagogiques et scientifiques; mais, dans son Mémoire de 1912 
et dans sa Notice de 1912, M. Borel a soulevé des questions de priorité 
que je veux élucider. | 


La mesure. — Dans son Livre de 1898, M. Borel traite la question en 

quelques pages que l’on peut résumer ainsi : si l’on convient que 
l’ensemble somme d’une infinité dénombrable d’ensembles sans points 
communs aura pour mesure la sommé des mesures des constituants, 
que l’ensemble obtenu en retranchant un ensemble partiel d’un. 
ensemble qui le contient aura pour mesure la différence des mesures 
de l’ensemble contenant et de l'ensemble partiel contenu, qu'un inter- 
valle aura pour mesure sa longueur, à chaque ensemble obtenu à 
partir d’intervalles par les onerenans somme et différence on pourra 
attacher une mesure. 
. Mais M. Borel ne démontre pas que cette définition n’est pas contra 
dictoire ; il se contente de l’affirmer. C’est d’ailleurs ce qu'il rappelait 
dans une phrase de son Mémoire de 1912 que j'ai déjà eu l’occasion de 
citer (voir p.224), c’est aussi ce qui ressort de sa Notice de 912 que je 
citerai dans un instant. J’ajoute encore que, revenant sur la question 
dans un Livre publié en 1905, M. Borel renvoie à mes travaux pour la 
démonstration du fait que la définition de da mesure n’est pas contra- 
_dictoire ('). = | | 


(1) Zegons sur les fonctions de variable réelle et les développements en série de poly- 
nomes, Py 17. : 


2// HENRI LEBESGUE. 
M. Borel ne détermine pas l’étendue de la classe des ensembles qu'il 
mesure; il ne sait pas, comme je l’ai déjà dit (n° 22), s ‘il est bien — 
mesurable cet ensemble D qu ‘il rencontre dans une question: dela — 
théorie des fonctions. | 
écrit, à la page 46 de son Livre : «On comparera avec fruit les défi- | 
nitions que nous allons donner avec les définitions plus générales que 
donne M. Jordan dans son Cours d’ Analyse. Le problème que nous étu- 
dions ici est d’ailleurs tout différent de celui qu’a résolu M. Jordan. » 

Enfin M. Borel ne fait prévoir aucune De eet a de la notion de — 
mesure 

J'ai thsi dit qu’une Notice publiée par ! M. Borel en 1901 fixe nette- 
_ment l’état des questions avant mes travaux. Cette Notice contient un 
paragraphe de moins d’une page sur la mesure et encore, dixlignes seu- — 
lement de ce paragraphe sont-elles seules consacrées à la mesure; le 
reste traite du théorème de M. Borel sur les ensembles d’intervalles. 

On n’y trouve aucune indication relative à une application quel- 
conque de la mesure; le mot intégrale n y figure pas, bien entendu. 
On y relève cette phrase : « En renonçant ainsi à définir la mesure pour 
un ensemble quelconque, on constitue une théorie moins générale, ; 
c’est-à-dire s “appliquant à des cas moins ane mais plus précise 


dans les cas ot. elle s'applique. » 


35. Dans sa Notice de 1912, M. Borel écrit: « Si l’on observe que 
tous les ensembles qui ont été considérés par les analystes [et j’ajou- 
terai qui peuvent (') être considérés], rentrent dans la catégorie des 
Die bien définis, on voit que le probleme de la mesure se trouve 


i 


(1) « Je dois ici ne explication; pour les mathématiciens qui croient a la possibilité 
des définitions qui impliquent une infinité de choix arbitraires sans loi (Zermelo), il est — 
possible de définir des ensembles qui ne sont pas, à mon sens, bien dé finis. On peut uti- 
liser pour cela des méthodes analogues à celles qu’a indiquées M. Lebesgue dans son étude — 
si profonde : Sur les fonctions défi nissables FRA NeRE ... Mais méme four ces 
ensembles, à mon sens, insuffisamment définis. 

Jai cité cette Note pour avertir le lecteur diana: erreur qu'il pourrait commettre : mon. 
Mémoire cité n’est pas relatif aux ensembles mal définis, c’est au contraire celui dans 


‘lequel j'ai étudié syslémaliquement la classe des ensembles bien définis et montré qu'elle 


contenait tous les ensembles j jusque-la considérés, 
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entièrement résolu par des méthodes extrêmement simples et intui- 
tives. 

« La définition de la mesure des ensembles linéaires bien définis 
m'est entièrement due; j'ai indiqué, dès cette première publication, 
que la propriété fondamentale des ensembles fermés permet de mon- 
trer que la définition constructive de la mesure basée sur les opéra- 
tions (S) et (D) est cohérente avec elle-mème et ne peut conduire à 
aucune contradiction. M. Lebesgue a donné ultérieurement une défi- 
nition de la mesure, entièrement équivalente à la mienne en ce sens 
qu'elle s’applique dans les mêmes cas et conduit aux mémes résultats, 
mais différente quant à la forme en ce que, au moins en apparence, elle 
ne suppose pas les ensembles donnés par une définition constructive. 
De plus, M. Lebesgue a traité le cas des ensembles à plusieurs dimen- 
+. » 

L'un des buts de cette phrase est de CHEE étroitement mon 
apport dans la théorie; je réponds : 

M. Borel mesurait, en effet, tous les ensembles rencontrés par les 
analystes, mais c'était sans le savoir (n° ae C’est moi qui le lui ai 
appris. ! 

M. Borel a affirmé que la définition de la mesure était cohérente. 
C’est moi qui l'ai démontré. | 

Enfin, j'ai montré, par des applications, l'intérêt et l’utilité de la 
nouvelle notion : d’une remarque plus propre à intéresser le philosophe 
_s'occupant de la mesure des grandeurs que le géomètre, j'ai tiré un bon 
outil mathématique. 


36. L’tntecrace. — Dans la Notice publiée par M. Borel en 1901, je 
n'ai pu trouver qu'une phrase où il parle d'intégration : « En ce qui 
concerne les fonctions de variable réelle, on a adopté tour à tour deux 
partis extrêmes; d’une part, se contenter de considérer les fonctions 
analytiques, au sens de Weierstrass; d’autre part, introduire le moins 
de restrictions possible dans la définition; à ce dernier point de vue se 
rattachent notamment les travaux... de Riemann sur la notion d’inté- 
grale.... Ce dernier point de vue se trouve, dans les applications, être 
souvent trop large, tandis que le premier est souvent trop étroit, 
comme j ’ai contribué à le montrer. Il y a donc lieu de se demander s’il 
n’y aurait pas intérêt à adopter un point de vue intermédiaire... »— 
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Ceci prépare l'indication d'un travail sur des Hole ayant des 
dérivées de tous ordres. Cette phrase ne prépare donc en aucune 


manière l’apparition d’une définition de l'intégrale s appliquant à à une 


classe de fonctions plus étendue que celle des fonetions intégrables 
par la méthode de Riemann. Avant mes recherches, M. Borel n'avait 


rigoureusement rien publié sur la défi nition de l'intégrale. 


dire sa Notice de 1912, M. Borel écrit : « La théorie de la mesure — 


des ensembles équivaut à la théorie de l'intégration des fonctions 


particulières qui ne prennent que la valeur zéro ou la valeur un. C’est 


par cette voie que la théorie de la mesure conduit à . étudier celle de 


l’intégrale définie, sur laquelle M. Lebesgue a fait des travaux bien 


connus. J'ai dit ailleurs (') toute mon admiration pour l'originalité de 
M. Lebesgue; il a tiré de ses recherches sur l'intégrale des consé- 
quences de la plus haute importance et qui lui sont entièrement per- 


sonnelles (fonctions dérivées, séries de Fourier, intégrales singu- d 
lières, ete.); cet ensemble de travaux occupe une place très importante 
et a eu de très grandes répercussions. Il n’est cependant pas inutile 


_ de faire observer que, si la théorie de M. Lebesgue était loin d’être une 
conséquence évidente de ma théorie de la mesure, du moins entre ces 
deux théories il n’y a pas de discontinuité logique, tandis qu'il y a un 
véritable fossé entre ma définition de la mesure et les définitions de la _ 
mesure et de l'intégrale qui étaient classiques et universellement 
admises, avec l'autorité des plus grands noms. 

« La différence essentielle consiste en ce qu’on appliquait : au caleul 
de la mesure d’un ensemble ou de l'intégrale d’une fonction une 
méthode uniforme, indépendante des propriétés de l’ensemble ou de — 
la fonction: c’était à eux de s'arranger de leur mieux dans ce lit de 
Procuste: c’est la même idée systématique qui est au fond de la théorie 


des fonctions de Weierstrass. Au contraire, j'ai constaté que nous NE 


n'avions jamais affaire en réalité avec l’ensemble en soi, mais seu- 
lement avec certains ensembles définis d’une certaine manière, et j ’ai 
cherché dans la définition même de chaque ensemble les éléments de 
la définition de la mesure de cet ensemble. 


oe 


(1) La théorie des ensembles et les progrès” récents de théorie des fonctions (Rev. 
gén. des Se., 1909). | 


~ 


= 
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© Dans ses travaux sur la mesure et stir l'intégrale définie, 
M. Lebesgue s’est efforcé d'atteindre la même généralité (apparente) 
que Riemann; il a eu sans doute raison de procéder ainsi, car ses 
résultats ont été peut-être mieux compris et plus rapidement acceptés 
par les analystes habitués à la définition de Riemann; ils ont vu nette- 
ment que la. nouvelle définition était, à tout point de vue, plus géné- 
rale que l’ancienne. J'ai repris récemment la théorie de l'intégrale 
GOH IME," At). 


37. Il est vrai qu’il y a identité entre la mesure d’un ensemble et 
l'intégration d’une certaine fonction ne prenant que les valeurs zéro 
et un. Mais cette identité, c’est moi qui l'ai vue, quand, après m'être 
posé nettement le problème général de l'intégration, je l’ai analysé. 
Je suis passé de l'intégration à la mesure en particularisant la fonction 
considérée; contrairement à ce que dit M. Borel, ce n’est pas la mesure 
qui m'a conduit à l'intégration. 

J'ajoute que, non seulement je n'ai pas été conduit à l'intégration par 
cette voie de généralisation, mais qu’il était psychologiquement impos- 
sible d’y être conduit par cette voie. Pour passer de la mesure à l’inté- 
gration, il aurait fallu tout d’abord avoir l’idée de passer d’énoncés 
géométriques à leurs traductions dans le langage des fonctions ne 
prenant que les valeurs o et 1 et reconnaitre, par exemple, dans cet 
énoncé : « La mesure attachée à la somme d’une infinité dénombrable 
de fonctions ne prenant que les valeurs o et 1 est la somme des mesures 
attachées aux fonctions constituantes, lorsque la fonction somme ne 
prend que les valeurs o et 1», un cas particulier du suivant : « Toute 
série à termes positifs est intégrable terme à terme. » 

On pourrait prétendre, peut-être, que, sans pouvoir formuler 
_ d’énoncés précis comme ceux que je cite, on devait sentir l'identité. 

Mais, à ma connaissance, on ne trouve nulle part une allusion sur 
_ce sujet et cependant des esprits très philosophiques ont longuement. 
scruté la théorie des fonctions de variable réelle. La relation entre la 
mesure de M. Jordan et l'intégrale de Riemann n'avait mème pas été 
signalée. D'ailleurs, s’il existait quelque part une phrase, qui 


(1) J'ai déjà cité celte phrase, n° 21. 
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m’ait échappé, établissant plus ou moins nettemoent une relation entre 
mesure et intégrale, M. Borel ne serait -pas fondé à s’en réclamer 
maintenant et à écrire que la théorie de la mesure conduit à étudier 
celle de l'intégrale, parce qu'il n’a pas rappelé, au moment où cela 
aurait pu être utile aux progrès de la: science, cette relation à coup 
sûr peu connue et peu remarquée. 

J'ajoute que celui qui aurait pu passer de la mesure à r intégration 
des fonctions ne prenant que les valeurs sero et un, aurait eu de 
suite la définition générale, car, pour passer du cas particulier au 
cas général, il suffit d’un raisonnement très court, classique dès la 


définition de l'intégration des fonctions continues. Il faut obhes 


réclamer toute la définition de I’ intégrale ourien. — . 

M. Borel parle de la mesure et de I’ intégrale comme de notions inde 
solublement liées. « ... ma définition de la mesure et les définitions 
de la mesure et de l’intégrale ... »; «... au ee de la mesure d’un 
ensemble ou de l’intégrale d’une fonction ... ». Mais c'est à moi que 
l’on doit de savoir que ces deux notions sont ides, et c’est pourquoi 


M. Borel, avant mes recherches, n'avait jamais parlé de la mesure et. 


de l’intégrale comme de notions indissolublement liées. 

Sijen ‘avais pas mis la théorie de la mesure sous la forme la plus 
propre à l'intégration, on oublierait moins que ces deux notions n’ont 
pas toujours été liées. Si j'avais publié mes travaux sur la mesure 
dans un autre Mémoire que ceux sur l’intégration, on se rendrait 
mieux compte des progres que les uns et les autres ont fait faire. La 
relation entre ces deux théories, lien précis ou simple parenté, a été 
mise en évidence par moi; on nen peut tirer argument contre moi. 
Ni dans ses travaux, ni dans sa Notice, M. Borel n’a fait aucune 
allusion à cette relation. Maintenant que j'ai montré cette relation, 
mais maintenant seulement, à toute extension de la notion de mesure 
correspondra, comme FOSC, une extension corrélative de la notion 
 d’intégrale. © | 


38. M. Borel déclare que la définition de l'intégrale ‘Te Conti-. | 


nuité logique avec sa notion de mesure séparée de ce qui est antérieur 
par un véritable fossé. L'originalité de la définition de la mesure de 
M. Borel n’est pas en discussion; mais je dois dire, pie que 


7 
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l'étude faite plus haut des rapports logiques entre mesure de 


M. Jordan et mesure de M. Borel d’une part, entre mesure de M. Borel 
et intégrale d'autre part, et des efforts qu'il aurait fallu faire pour 


? 
passer MATE de ces notions à une autre, ne me permet pas d’être 
d'accord avec M. Borel. Je dois aussi rappeler que ma définition de 


l'intégrale est une généralisation naturelle des définitions antérieures, 


comme je l’ai expliqué. au Chapitre HI. Seulement, elle est faite sur 
mesure en tout point, tandis que les définitions qui m'ont servi de 
point de départ n'étaient faites sur mesure qu'au voisinage des points 
qui s'étaient révélés génants. Elle est noue de la facon dont 
la fonction est donnée. + | 

Cette définition me parait n’avoir aucun rapportavec la définition de 
la mesure de M. Borel, laquelle est basée sur une construction particu- 


here de l’ensemble, construction supposée connue. Cette définition est 


si peu adaptée à l’ensemble qu’au même ensemble, donné de deux 
façons différentes, correspondront des procédés différents D le 
mesurer. 


Enfin, le fait qu’ en 1912, dix ans après ma Thèse, M. Borel ait 


= donné pour l'intégrale et la mesure des définitions de formes ana- 


logues, ne peut pas non plus m’étre opposé. Cette nouvelle forme 
de la définition de l'intégrale, qui d’ailleurs, n’utilisant plus la 


_ théorie des ensembles ni l'identité entre la mesure et l'intégration 


de certaines fonctions, fait, en quelque sorte, tomber le premier 
argument de M. Borel, ne pouvait être construite que si l'on pos- 
sédait un résultat relatif à Vintegration terme a terme des séries, : 
et ce résultat m'est dû. | 

Bref, on connaît maintenant bien des relations étre les ns de 


mesure et d’intégrale ; mais, avant ma Thèse, M. Borel n'avait jamais 
_ parlé d’intégrale, bien que, des deux notions, ce soit la plus importante 


et que, sans elle, on n’aurait pas encore compris l’intérét de la mesure. 


= La définition de l? © à Lost m'est donc entièrement personnelle. 


39. En Sonéluant ainsi, pateeorii aman’ je ne veux nullement 


dire que la connaissance des Mémoires de M. Borel ne m'a pas servi. 
‘ll serait ridicule, et au reste dépourvu de sens, de prétendre que mes 
travaux auraient été les mêmes s’il n'avait rien publié. 


Ann. Ee. Norm., (3), XXXV, — Aout 1918. Sy JE 39 
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La définition de l'intégrale, qui d’ailleurs n’oceupe que peu de 
pages de ma Thèse, ne se différencie nullement à cet égard de ceux de 
mes résultats que M. Borel déclare m'être entiérement personnels; 
seulement ceux-ci exigeaient des raisonnements mathématiques un 
peu longs, alors qu'il suffit d’une idée pour relier les notions d’inté- 
grale et de mesure. Mais cette idée est mienne, elle est même ma 
contribution principale à toute la théorie. 

C'est pourquoi, dans le Chapitre précédent, je me suis efforcé de 
mettre nettement en #évidencé quel a été son rôle; j'espère avoir 
montré en même temps tout l'intérêt des travaux de M. Borel. 

Je crois, je Vai dit, que M. Borel se trompe en cherchant dans 
le fait d’avoir adopté parfois une forme constructive d’exposition 
la caractéristique de sa contribution et qu'il en diminue ainsi sin- 
gulièrement l’importance; en m'efforçant de dégager et de formuler 
le fait mathématique nouveau que nous lui devons, je crois lui avoir 
rendu plus pleinement justice qu’on ne l’avait encore fait. 

Il me reste à souhaiter que cette analyse d'idées qui ont été 
fécondes serve à les faire mieux connaître et plus utiliser. — 


SUR 


UN CALCUL DE RÉSISTANCE 


UN COURANT FLUIDE LIMITE PAR UN MUR, 


Pan M. Hexnt VILLAT. 


—"“$Ss— 


‘ A ln mémoire de Jean Branca, Pa le jeune 
_ talent, ploin d'incomparablos promessos, nous 
fut énlové dans le moment même où FÉeola 
Normale-s’apprétait à le rocovoir ayee éclat au 
concours de 1918, co ET ost Pious Oat Att 
ae did, 


ons ma Thèse, parue aux Annales scientifiques de l’École Normale 
| (191 I, p. 203-311), j'ai déterminé tous les mouvements à deux dimen- 
sions d un fluide incompressible limité par un mur rectiligne, et 
contenant un solide derrière lequel le courant laisse un sillage. Tous 
les éléments d’un mouvement, aussi bien géométriques que cinéma- 
tiques, se laissent complètement étudier par la méthode exposée dans 
ce Mémoire. Dans un travail ultérieur ('), j'ai montré comment on 
pouvait disposer des arbitraires dont dépend le problème, de façon à 
- mettre en évidence la forme de l'obstacle solide supposé donné. 

A la théorie ainsi constituée on pent apporter, sur un point essentiel, 
. un perfectionnement notable que je vais exposer dans le présent travail, 
avec quelques-unes de ses conséquences. A cet effet J’utiliserai les nota- 
_ tions déjà introduites dans les deux Mémoires cités, auxquels je prie le 
lecteur de bien vouloir se reporter. (Je désignerai cependant par O41, Or, 
au lieu de w, w” les demi- périodes des fonctions elliptiques qui inter- 
ay : ARE ceci pour la commodité des notations.) 


{4 ) Sur 5 mouvement d'un solide «donné dans un fluide limité par une paroi fixe 
(Jounal de Mercere: Bee es et che TOUT, P- eae ; 
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Le point de départ de la méthode consistait dans la représentation 
conforme de l'aire occupée par le fluide en mouvement, sur la moitié 


de l'aire comprise, dans un plan (= E+in, entre deux circonférences - 


de rayons respectifs g et un, avec la condition g <1. En désignant 
par Q(C) la fonction arbitraire introduite dans ma Thèse (arbitraire 
sous certaines réserves énoncées page 233), les deux composantes P, 
et P, de la résistance éprouvée par le solide immergé sont fournies 
par l'égalité suivante déduite de Papplication d’un ingénieux ‘pro- 
cédé dû à M, T. Levi-Cività : 


: I tear 
(1) ¢ P= Poa Py af ei df. 
PONS 


Ces composantes restent nécessairement comprises entre certaines 
limites, dépendant de la forme du solide et que j'avais détermi- 
nées.(*), 

Or on peut démontrer, et c’est le but de la premiere Partie de ce 
travail, que la composante P,, celle qui est directement opposée au 
mouvement, peut recevoir une-forme explicite extrèmément simple, 
débarrassée de tout signe de quadrature. Du résultat obtenu se 
déduisent diverses applications intéressantes, que j’exposerai ensuite, 
et qui résulte notamment de l'étude du cas où le solide est constitué 


par une lame rectiligne normale ou oblique au courant, et par suite au — 


mur. Ces applications font l'objet des deux derniers Chapitres de cé 
Mémoire, dont les principaux résultats ont été communiqués. à l’Aca- 
démie des Sciences dans sa séance du 5 février 1917 (*). 


I. 


Rappelons tout d’abord les propriétés qui définissent la fonction Q (©), 
dont nous désignerons par @ et T la partie réelle et le coefficient de z 
dans la partie imaginaire : : 


(1) Thèse, p. 230. + 
(?) Comptes rendus, t, 164, 1917, p, 275, — 


Dae 


voll APCE CE ES x 
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Cette fonction Q(¢) est réelle sur l’axe réel ; 

Elle prend des valeurs conjuguées en deux points © conjugués, c’est- 
a-dire symétriques par rapport à l'axe réel ; 

Elle est régulière, finie et continue dans toute la couronne comprise 
entre les circonférences de rayons 1 et g, limites comprises, exception 
faite pour les points € = e*’; 

Si Pon place € en un point de la demi-circonférence supérieure 
|C|=1, © deyient égale à V’inclinaison du courant sur Ox dans le 
plan =, au point de la paroi solide correspondant ; 

Enfin la fonction @ doit être nulle pour |¢| = g. 


D'autre part, si l’on pose pour abréger 


Ce, 
P See Tig. a3 == 4, 
1, 


Ja formule (27) de ma Thèse (p. 221), peut s’écrire 


A »(} logé — 0) — di, dt 
tee, 
(% fo me Le UT C 
P fe logé — ) — €; 
ou bien encore : 
Ao a 
Gear = (@y-— €3) (€2—¢3)? 
i eal =< Dil be o 7 f 1 c) 
a(n) mr) 


DEAR a RP Se 
ts G) = 
p=) Jos) = ee) 6 


Comme le nombre a, est évidemment réel, et comme d’autre part, 
en se rappelant que 


TW, 


(3) qe I, 


on constate sans peine que la-différentielle d/ est réelle pour |¢| = g, 
on pourrait espérer tirer un résultat utile, relativement a P, en appli- 
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‘ “ A “ ® ; d , ’ 
quant le théorème de Cauchy à la fonction en a considérée dans le 
domaine compris entre les deux circonférences de rayons 1 et g. Mais 
la nature des singularités aux frontiéres interdit cette application, 
comme il est loisible de s’en assurer. 
Voyons quelles sont ces singularités, dont le rôle sera du reste 


important un peu plus loin. 
: :Q a at msc 
La fonction e ao est régulière dans toute la couronné circulaire en 


question; on voit de suite que les points singuliers possibles de cette 
fonction sont : 

Cer, 6 Ads Ê=— 4. 
Prenons d’abord le point {= e; en ce point, e~* devient infini, 


df iQ 


Fe devient nul. Mais e se comporte comme ei, en désignant par Q! 


la fonction particulière introduite dans ma Thèse (p. 239). Et j'a 
d'autre part démontré (*) qu’en désignant par 2 l'angle que fontentre — 
elles les deux directions du courant au pant de la paroi où le courant 
se divise, on pouvait écrire 


e Oy wy 
oat © eg heer hs hon, 4 a 20g, 
4 1 3) 
(4) Q) = — log ——___—__“ og + À. 
Neckar 6); 6), TC 
af 5 logé = 1) 
IT TT 
_Ilen résulte qu’en posant 
E—ei(i+h) 
ou encore 
logg¢=ita,+h, 
avec À et par suite & petits, e° se comporte comme 
Pig 
6) to 
lo} —k () 
(a ) At 4er AUELCe (out 


26) * a) 
¢(—+a, tok 
cs T ir 


(1) Journal de Mathématiques, 1911, p. 362. 
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. Mais on voit aisément 


als 


Or cette expression devient infinie comme # 
df 
dé 


Q af ne ot 
or ee comporte comme k *. Si donc l’obstacle solide présente un 


’ 5 < . è LE 
que — s’annule comme #; par suite, à un facteur près qui reste fini, 


bec devant le courant au point de subdivision de ce dernier, c’est- 
_ à-dire si 


TT 
(<n 
2 


of, d Ps Z6r EUR Ces 2 ; Pat fs 
eae tend vers zero, et le point ex n’est pas singulier. Si au contraire 


l'obstacle présente un creux, ou bien si 


Lis 
CT ET 
2 
: iQ df . . , . i . : €! ; . . . 9° , : 
Oa devient infini; le point est bien singulier, mais l’intégrale de la 
- fonction le long d’un petit chemin situé dans la couronne et entourant 
ce point tend vers zéro quand ce + tend.à se confondre avec le 
point en question. Si enfin on a «= “, c’est-à-dire si le point de sépa- 
ration est un point ordinaire de la paroi solide (ce qui est en somme 
le cas général), la fonction considérée reste finie, et par suite oor 
intégrale le long d’un chemin infiniment petit entouraüt le point e” 
tend encore vers zéro dans les mêmes conditions que ci-dessus. - 
Par une voie analogue, on BOL Seoleta qu'au voisinage du point ge 
en Bb at, 
| ere ee k, 


Ed 


el® se comporte, à un facteur fini près, comme 


ass ele 


160 


\ 


al 


expression qui s’annule avec &; le pointe” n’est donc pas singulier. 
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Passons au point ¢ = g. Si l’on pose 
es h 
on aura, au voisinage de ce point, 


| __ To h le? dei 
LPS PET ME VTT ER 


en se rappelant la valeur g fournie par (3). Transportant dans 
6) f 
p( Flog: va); 
d’après le développement bien connu de pu, il viendra 
Se alee LOT eee | 
p( Plows os) =p| = (; oF = 39 +) 
OT STE h 1h? ve 
a A Lo 4 age owe |» 


les termes non écrits dans la parenthèse s’annulant au moins comme h’®. 
On trouvera de méme 


PAY AG de LN 3h 
AS os) = oh (+ D 


h2 
+) 


les termes non écrits s’annulant au moins comme A‘. De sorte qu'on a 
la formule suivante : 


h FA, “aor 
diene ATIQ A q 4 5 ag RTE ~ 
Paice Oa Re 2 2 
dé (MENT era h ae he 4 AO pe gpa 


q 12 g? mq 
h 


4 | 
x (ie SS een) a) 
ù VE 2G h 


_ où 9 et 6’ désignent deux quantités qui restent finies. 0” désignant 
encore une quantité de même sorte, un calcul élémentaire permet 


"st 
1.71 


ieee) pat € à L* en 
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d’écrire | ‘ 
d 2Am?g? 1 1} Are 4 
ea ATG |: = — writ QE 


Ho FG ik 2 q T° q? 


Mais d’autre part, la fonction (7) s’annulant au point g, on a aussi, 


au voisinage du même point, 


12 à + 1h Q(q) + PTE Q (9) — Bq) + (‘); 
d’où en définitive 


aS Ch acon es Fin” pele : I i 
Ae Ni eee ce, eae r +: 
(9) ec SR PERTE pi [et + IL | = 


ay—e pre. 
aa Ce VE. (9) 
‘Ol PET ONE ë 
Ne Die) ae D) Vue +. 


2 


Le point g est donc un pôle ie avec un résidu égal à 


$ : 2An?g? ae es et 5 iQ"(q) — R2(q) 
(6) =e ESS 5° Re nr 
Pour le point {= — q, nous poserons = — q +A, 
Ts A h? hs LS ER RENE ir, 
logt = in— Fe — (7 Pp ogo == UT ia; an t 
Par suite, | 
S FRE EE PS (y — €») (ei — €3) 
Beg, uen 
d'après une formule classique (*); d’où encore 
TÉL : £ <i 
ee ea a 
SS ee LE ge eg ad eee 
give ep ea) (ee) Gerace: Le 


6), ; 
lee lo — 63 | — ey 
r(2 gs on) i 
(1) Lexistence des dérivées de Q, en un point de la frontière | ¢ | = q, résultera indirec- 
tement d'un paragraphe ultérieur, ———— 7 
(2) Tannery et Mork, Fonctions elliptiques, form. VII, 9 
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et, d’après un calcul comme ci-dessus, 


(On © = 
p(Prlogt— 0) a & €,(€y— &) 
ee FE tee nd ESS ke, 
lee loge -— 4) ert | ; . y 
tT 5 22 / h? 
LEP ecm (le LE +6). 
wi (€1-—@2) (€1 — es) 2 sts ya 


On a aussi 


( + (e,— 3) (ei — és) 
P ( F2logs — ws) = plu 0) == EEE plu, 
ou encore 
À 2.6) CRE OP. 
ee logt-— 01) — Fab Cs) (Eire es) 
2 - 2 
xafi— 32s tha oe|fre 4 OS aml, 
rn Rad ene Q SCIE 6 4° 


ou enfin 


206: / he 
(logé) =— ee) es) hrs 2243 +070), 


les 0 désignant toujours des quantités restant finies pour A petit. 
Transportant dans df, on trouve 


af 2 Aoi (€ — 2) (ess) 
Her tq? 
(e;— a) mq? I (a— 4) 7g 
Sp ee ER PET ER DE TC TE a Se) 
Perros 2 (€y— Cy) (Ey — €3) @F = | 


c'est-à-dire 


df = 1 I v 
a Te À Lam) +- 2q 9 A. 


Le développement de e' s’obtient du reste aisément; on a, puisque 
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OC =o 4 
e = 2 
ARES PaO ha ere es q) — 2° (—4q)] + 
< £ TH... 


Par conséquent, il vient 


‘ond nas ; 
(7) ey F = es uf o fée No (7) à an]. 


Par suite, enfin, le point C=—gq est un pole simple pour notre 
fonction, avec le résidu 


6 | | 2A(e— a). 


La présence d’un pole triple, sur une des frontières du domaine 


aa 


d'existence de la fonction e de empêche visiblement l'application 


du procédé dont on a parlé “ive ik Mais il est possible d’étendre le 
domaine d’existence de la facon suivante : ; 


La fonction Q(C) doit, nous l’avons vu, être imaginaire pure 
pour |C| = g. Il en résulte que la fonction 7Q(C), réelle sur cette 
circonférence, est susceptible d’être prolongée est aa 
toute l’aire comprise entre les circonférences || = 2, en 
assujettissant la fonction à prendre des valeurs conjuguées | aux ui 
inverses géométriquement par rapport à l’origine avec le module q’. 
En deux points tels que m et m, les valeurs de © sont donc one 
et les valeurs de T, égales. 


La fonction e*® est elle-même prolongée dans le nouveau domaine, 
par ce qui précède. 


Quant à la fonction g, définie par la formule (2), on voit qu'elle 


est déjà, de par son expression analytique, définie dans ce même 


domaine ; elle y possède la même propriété se la fonction 7Q. En 
dé dé Sail 


effet, si l’on change m en m’, c'est-à-dire Cen 7 et Fen — 7: loge 


d 
se GTS en 26, — “Vogt, et l’on s’assure aisément que a garde sa 
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valeur initiale. Comme a est réel sur l’axe réel, il en résulte tout de 
» df 


suite qu'aux points inverses m et m, les valeurs de sont conjuguées. 


Ceci posé, désignons par C, C,, C,, les trois circonférences de 
rayons 1, g, g”, et considérons l’intégrale suivante : 


a af f o Uf 
ate iQ ery ha eae iQ LE dt 
(9) i= fe a dt : i a dt. 
Comme, en posant 


S=o+ih, 


on sait que Ÿ est constant sur C, et par suite sur C,, il résulte de ce 
qui précede qu’on a 


= [ e148 Le fee do, 
EC 


CA» 
c’est-à-dire 


(10) I=aif et sin @ do. 
( 


Or la formule (1) peut s’écrire 


a6CP, AV P,) = fe-"(cose + sin 0) do, 
Ve 


End: os ds 0 A 
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et elle fournit par conséquent l'égalité 
(11) os ap fe" sin © do. 
j € 


La comparaison des formules (10) et (11) nous donne done le 
résultat suivant : | 


Gaye. alegre CPG. 


£ , . . d ; { rt 2 = : 
Mais d’autre part, la fonction ee “ est uniforme entre C et C,, et n’y 


possède comme points singuliers que des pôles. En outre, l’intégrale 
de cette fonction, effectuée sur C et C, en évitant par de petits arcs de 
cercle les points singuliers e% et g*e'%, devient précisément l’inté- 
grale | quand les rayons des petits arcs en question tendent vers 
zéro. Par conséquent, I est égale, d’après le théorème de Cauchy, à 


la somme des résidus correspondant aux pôles compris entre C et C,, 


multipliée par 227. Par suite enfin, nous pouvons écrire 


2P,=—7r X somme des résidus. - 
D'après les valeurs ci-dessus calculées pour les résidus, cela nous 
donne | - 


ae A ge * Yo CNET SVT 
(13) De eo | Fag) + DE D) 


2 


Cette expression semble embarrassée d’imaginaires, alors qu'il faut 


s'attendre à trouver pour P, une valeur réelle. Je vais faire voir qu'elle 
est en effet réelle, et qu’on a nécessairement 


D pen D Te Big) =e 


“| 


J'ai démontré antérieurement (‘) que la valeur la plus générale pour 


(1) Journal de Mathématiques, 1911, pr 377. 
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la fonction Q(Q) pouvait recevoir la forme suivante : 


tos pa re) 
(15) (= ef LAC) Ep ren re er ee à En ds, 
rue)» (9 


dans laquelle on désigne par ®(s) une fonction arbitraire, dont la 
forme est liée intimement à la nature géométrique de la paroi de 
l'obstacle. Cette forme, susceptible d’être remplacée par une autre 
plus avantageuse au voisinage de G, ‘est applicable sans difficulté 
sur C,, et le prolongement au delà de C, y est manifeste. Utilisant une 
transformation bien connue (Tannery et Morx, VIT, 3), on peut écrire 


FT - ; 
(16) ota ae d(s)| ¢ (Flog + Sts) 


+¢(F loge — “s)—a¢(2 loge ) | as. 


Une première dérivation donne 


w? T | 
er à ms) —2p (Rose). ds, 


et de même 
(18) Q'(E) = 2 [al > (logé + Sts 
D me? à J a g = 


+p (flog DEA = )- 2p (F210 ) ds 
(Gare + 3) 
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d’où l’on conclut immédiatement 


3 «7 - 
(19) 26) + 9G) =— ef BG] (tot + Ss) 
ey S T ‘ t 


Par conséquent, ona 


Q"(9) + (7) = 2 of @(s)] porte) 
4 0 aS 

+ p'(os— 2) — po | ds. 
Or on sait que p’o, = 0, et d’après la périodicité il vient 


Ko RER p(s — wz) == p(s + 0 
Piles Rae en a Be eels he hae : 


On en conclut done bien 


— 


~ 2g) + 8G) =0. 


De sorte qu’en définitive il nous reste la formule suivante : 


3 42 
ie ee) 


i] 
à: 


qui donne bien pour P, une valeur réelle et du reste positive, puisque 

la constante A est négative, d’ après les conventions posées au début 
(cf. These, p. 213). 

_ D'autre part, si l’on revient à l’ expression (17) de la dérivée Q ce, 
on en conclut immédiatement 


T° 


(21) sq) =— 21 Fe (3) |p (Gs+o) +p (250) 2e ds, 


Mais on-a, comme je l’ai démontré ( These, p. 302), 


Ne LAVE à | f ¥(s\ds =o, 
= Me : “0 ; 
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de sorte qu'il reste simplement 


> T \ @) 
(23) Q'(q)=— = P(s) E (Ss +s) +p (2s —ws) ds. 


T? q 5 


Utilisant la formule connue 


p(u DE 6)3 ) == la + (er = Cs) (er Ga) 
pu— 63 


et profitant encore de la même remarque, il vient enfin 


_rot(a—e)(ane) JT @(s)ds 


(24) 2(9)= ae 


ne es 
0 


Au moyen de cette formule, nous allons établir le théorème sui- 
vant : s 


Pour tout obstacle de forme régulière (ou, plus précisément, dont le 
contour n'est pas ondulé) présentant au courant soit sa conveæilé, soit sa 
concavué, la résistance calculée par le procédé précédent n'est pas nulle. 


Autrement dit, la quantité Q’(q) n’est pas nulle dans les conditions 
ci-dessus. 


Occupons-nous, par exemple, d’un contour convexe devant le cou- 
rant. La fonction ®(s) sera alors constamment décroissante dans 


: T . 4 . . ir : 
l'intervalle o, =; elle sera d'abord négative, puis positive, avec un saut 


brusque pour s=s,, au point où le courant se sépare devant l’obs- 
tacle. 


Ceci posé, on sait que dans l’intervalle en question la fonction 
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va en croissant de o à : 


9 s er x FE 
rt D'ailleurs (These, PRE) Ona 


Aa 6s OAs 


de sorte que le facteur croissant —— reste positif et plus petit 
6) 
DES SEE 
Ue 3 | 
que 1. On est donc en droit d’écrire les deux inégalités suivantes, qui 
ne sauraient se réduire a-des égalités : : 
F0 @(s) ds I = 
nn fi @ (s)ds 
ace ee x40 
ah: T 3 ( = 0 “3 
et 
vat 
“= O(s) ds 1 
2 re > — | *®(s)ds 


Une simple addition nous donne 


+ “@(s) ds 1 
ead Sb kaa ste ace 
Bs 6; passe, 9 
TT TL. 
et par suite 
2'(9) <0, 

a cause de l’égalité (22). 

Un raisonnement identique montre que pour les obstacles concaves, 

c’est-à-dire ceux pour lesquels la fonction ®(s) est constamment 


0 . T à Le aA 7 . : 
croissante dans l'intervalle 0, = la-méme inégalité a lieu: ce qui 


démontre le théorème annoncé. 


FT: 


Nous allons appliquer les résultats précédents à un cas particulier 
extrémement important, qui nous-permettra de déduire diverses con- 


Ann, Ec. Norm., (3), XXXV. — SEPTEMBRE 1918. 34 
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séquences intéressantes. Supposons que l'obstacle placé dans le 
courant soit une lame rectiligne; si nous désignons par o + x et Ô—@ 
les inclinaisons sur Ow des deux portions de la lame (le point de 
séparation étant le point où le courant se divise), j'ai montré ail- 
leurs (') que la fonction Q correspondante avait pour expression 


G) G) 
«(#2 logs— 25.) re 
PPT RER EL et 4, 


T 


2al is Gan 0180), 


(25) Q(t) = “log = 


s a{ —lo — $ 
= Et à rs ») 


N 


les constantes %, 6, s, satisfaisant à la condition 


(26) =d+a (*). 


Dans le cas actuel, nous devons faire 


et, par conséquent, 


(27) | So — 


Plus particulièrement encore, supposons que la plaque rectiligne 
soit normale au courant, c’est-à-dire faisons 6 = 0, et par suite 


(28) S—= —*° 


Notre fonction Q(¢) deviendra 


on Gy 
Stef o y (a logé — =) 


(29) x = 
1 r 1 
c (2 log + à ) 


No, T. 
+ peu logé + = 


(1) Journal de Mathématiques, 1911, p. 362. 
(2) Zbid., p. 363. 
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Nous en tirons immédiatement 


(30) HORS | ¢ (Ft tog ut —¢(Plogs +) + | 


99) = 2 [e(o— 2) (0.4 +2) +]: 


Mais on à (T. et M., XII, 5) 


et, par suite, 


a 6) Pant a) irae! 9G) 
€ (us + =) =0, > + Ns et for 2) =— +, 
d’où 


ae c P SEE hu ne, G)1 
se Q (aise ° 263 a). 


“Ta composante P, de la résistance est done égale, d’après la for- 


Wane Aap): à À 
A 
y Pa=— = (mat!) a 


c'est d’ailleurs là l'expression de la résistance totale, puisque dans le 
cas présent la pression exercée par le fluide sur l’obstacle n’a nulle 
part de composante parallèle à Oy. _ 

… Pour déduire de ce résultat une conséquence pratique, il est néces- 
saire de pouvoir rapporter cette résistance à l’unité de longueur de la 
_ plaque, c’est-à-dire qu'il faut connaître la longueur de celle-ci. 

Or, d’après des résultats que j’ai obtenus “antérieurement (These, 
p. 225), la longueur de l'obstacle est donnée par I intégrale sul- 
vante : 

Ao, 
RT 


(32) t= 82 (ee) (ee) ; . ; Sars 


T 
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Ü . x AO RP D'EBLE 
où tout est positif, à cause de Ax ps>0. T désigne le coefficient 


dei dans Q(C), pour =e’. Or on trouve sans difficulté, en se plaçant 
plus généralement dans le cas où la lame fait avec Ow un angle quel- 


conque, 5 
6), 6), 
à PSS ee. 1; 648 
; Torte. 
39 O( pis) — floe = s+s 
(33) Q(e*)= 1 log AT x 2 o 
4 a (Ss — $9 
T 


[on Gy 
(25-5) 2 Ty 4 So 
o(—st+ —S, 
T 
et il vient pour / 
ES Auwi(e; —€3)(e:—e3) 
Se el pets es) 
(3 ite 3 | 
3 (s+ 2s) (5) = (25) eae Br 
ft ttes) es) cele Paes 
PEE tt) 
whe T tT 0 2 = 3 
P—S—p—+s 


Du reste, comme le quotient reste positif dans tout 


6); Gi 
CG |. —S—— —$ 
T T 


‘l'intervalle considéré, on peut supprimer le signe module et écrire 
simplement 
(35) i= Ao, (e =e) (a— e3) 
1 
T (p pr: Sy — es) 


T 211010 
“A 7 : on rer 6)4 5 on 7 an à »! oh : 
wa saat) gp .— 

— s+ — 8 )(p Pas) Ps 


4 (+ mat Pe SF 85 PRP Eire 


NOUS ons: pour abréger l'écriture, 


3 s— 
Ge) Su 


tot 


Si So = lo. 


O,UG,U03u 


2 
ah Se tu 
Re 


2 PE. DT È . ey 4 ; : 
st PACE DE RESISTANCE DANS UN COURANT FLUIDE LIMITE PAR UN MUR. 


3 
sss (Ph etM., VIL 1) Ris 
ce ee 


o(u + 4), 


269 


che 
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Formons ensuite 
9 (uw +263); 


d’une manière analogue nous obtiendrons, après réductions, 


un, © 
apes Hot 4 Ng My 


2 (u-+ 203;)=.e : 9): 


Mais on sait qu'on a la formule (T. et M., XII, 3) 


à it 
1,03 — 130,;— —- 
Ny 03 13 6) = 
Par conséquent, il vient simplement 
aoe ra 
(41) 9(u+ 203) =e D(u). 


La fonction 2 (w) est donc une fonction à multiplicateurs constants, 
ou encore une fonction doublement périodique de seconde espèce. Or 
on sait décomposer une telle fonction en éléments simples, et par suite 
ramener l'intégration d’une telle fonction à celle de l’élément simple 
choisi('); mais, en général, cette dernière intégration ne peut s’effec- 
tuer commodément. Cependant, dans le cas qui nous intéresse, l’hypo- 


A Tk G) pee n 
thèse s,= > donne u, = +; et il en résulte 


(42) 9 (u-20,) =— 9 (4): 


Nous verrons dans ce qui va suivre que, dans ces conditions, l’inté- 
gration en termes finis est alors possible d’une façon très élégante. 
Nous commencerons par l’étude de ce cas, réservant au Chapitre III 
l'étude du cas général. 

A cet effet, introduisons un élément simple de la forme E 


H(u—a) . 
3 Fu) = & ET gin 
(43) : ca se H(«) Fi 
où Hest la fonction d'Hermite. Les multiplicateurs 4 et 4’ de cette 

SE ET RER Be CT PT ST 
(1) Cf. par exemple, Appett et Lacour, Fonctions elliptiques, p. 232. 
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12 


71 
expression sont fournis par les deux égalités 


I 


zs Nees log 
ar Bis 


I | 
C= 77 (oi logp’— ws; logp). 


Nous choisirons les constantes À et a de façon que ces multipli- 
cateurs soient ceux de la fonction 9 (w) : 


My 


—27T— 
ime ip ise x 
‘Ti vient | 
À — 0) a=— 2, 
et par suite 
< — , H(u+ouw) 
iS ine Sr «aes à . 


Enfin, déterminons -t, de telle manière que le résidu de F(w) au 
pôle u = o soit égal à un. On trouve de suite 


I H : 
(44) Bo) = 


… D'ailleurs on a 


H(uw)=Hi(0)cue 7%, 


et, par conséquent, en remplacant 


2s To 


(45) | F(u)=e & 


# Q(u + 24) 
G(2uU)) ou 


A) . 
Pour u,= eat ceci donne 


Œ(u + @,) 


Phy en 
cu TU 


et ensuite (T. et M., XI, 1, et LIV, 1) 


(46) Flu) = 2" = Eu. 


Ou 
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Du reste, comme ona 
po — e3 — CE — 63> Ve, — 62 Ver — Ex = Ve: — es Ve — e+ Ver— e3 |, 
st 
l'intégrale à calculer prend, en définitive, la forme 


| Ws 
; Py cucjuo(u+ =) 
2AVe, —e; (€,=— €3) f Ce SSP EP TR 


f —_— —— à = 
(ee ee ou Ou 


(Vé:— €:-+ Vei—e) a? 


0 


Ceci posé, effectuons la décomposition de notre fonction 9 (uw) en 
éléments simples. Nous apercevons les deux pôles u =, eLu=,, 
le premier simple et le second triple. Le résidu au pôle simple est 
évidemment 


2 ee 
S'G9 O15) 7 Go Ce! mé so 


B, =e As 7 = 
To Ge T3 Be 


Il convient de simplifier cette expression en vue des oalculs ulté- 
rieurs. Tout d’ abord on sait que 


et g(w3— U) 
a, 4 = — ;, 
TOY 

donc il vient 

7 et o! (@s— U) 
Pol "+ Gots 

2 co: Ne Tal, 

done encore 


1 es. 
To Ga en 


TG)» 


Puis l'égalité w, + w,+ w, — 0 donne 


: . > 
(a+ à) =— af + “) 
2 2 


et, par suite, 
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d’où 
ENT M0 G7 Ge Ty Wg TO? Ws 73 eek 
By == 2 
Ti Go 
> 
L'exposant de e est w, 7; + 4,0, = — n,w,; de plus ona 
Ci Ws 
2 PR a 
TU? 71%. go» Vp EE 
3 D Se ie Ga ge = mn à 
Gas T3 09 \? (Vp aoe =e 
TO 
c'est-à-dire (T. et M., XIII, 4) 
OO). Tia AVANT 


CENTRE (> — e3) Ver — €; 
(On se rappellera que Ve, — e, est négatif dans ce système de nota- 
tions.) En remplaçant, il vient pour B, l'expression suivante 


iVe, —e @) 
(48) By =— ents, AV gt, 0 2, 


(€,— €3) Ve2— es 


dont la valeur est évidemment imaginaire pure, et qu'on peut encore 
du reste simplifier. 
On a, en effet, les formules 


3 T6), TW); 
e— 13; = — ——_____ \/e, — és, 


TO), 
3 TG)» CO)s 
ET 0303 — — a Ve» —€3, 
> 1 


en les multipliant membre a membre, nous obtenons 
= ça Va Ve €, 
et, par conséquent, nous pouvons écrire 
Ve e > 6) 


(49) tre | Oe mr aa) Fat 
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Étudions maintenant 9 (u) au voisinage du point w= w,. En posant 


u=—ost+h, 
il vient 
G)1 - 
aot h) a (034 A) a (os + 5 +h) 


(+ — CO) ns 
Us Fh) Se o2(w3+ h) 73 (w3+ A) 


Mais ona 
a (O,+h)= eo wzazh, 
o1(@3 +h) = ets a, w3 72h, 
O2.(m@,+th)= e4:"o,0;,0,h, 
G1 G)3 Fo) 
gas + A) = — en RS oh. 
TG)3 


Transportons dans 9(u re h) et profitons de la relation 


it 
Ni, @3 — 0301 = are 
il vient 
o.ho;ha? Ant x) q | 
D(w3+ k) = RL RE Big ace Bae ae 
OF 374 Ws Shoah 
Mais on sait que 
Os; Th Ws | 
oo); = (PO; —e) (pas — es)? = — (€,;— es) (€2— es). 
et, par suite, - 
. ’ GO); 
: eshasho3 (St +h) 
- . —l 2 
(90) Diag ede a et i ee ER OS eee 
(¢1— €3) (€,— e3)? Chath 


Développons suivant les puissances de A; on a, en désignant par 6, 


. 
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0’, ... des séries entières en A, 
1)? 
Cen at = A y= Taio bh’, 
+ ey 2 , 
CNET EE —h + 0h, 
é F 
Cel bao ES es 6 h*, 


e: 
a. = h? + 6;h', 


Gh=h+ Oh, 


0 cu) Gi on 6); » 04 O1 _y G4 113. 
(+2 = +2ho—o, — + h®( of? — + 0, 0 —) + A; 
‘ \ 2 2 2 2 2 2 2 


d’où par un calcul facile 


Er I 


(51) | D(o3+ À) = en eper Fe 


@, , @) , 0) Oi Dr las 9. ja! 
~ — 9 T3 —0 SS eels == h + oh Sie 
EO Ae Br gS | 


De sorte que, si l’on écrit le développement de 9(w,+ h) sous la 


forme 
MA, Ae 


FES oe re série entière, 


on aura pour les coefficients les valeurs 


ai 
NET 
(52) Dei rated el (rat 
A Ee OPES AR Bee 2 On : 
(53) Ay = fog os es) (eee es)! (20 SE Mee N1 93 a ) 


Go Agent 3) 85 
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En vue des caleuls à suivre, il convient de simplifier l’expression de 


ces coefficients. 
On a d’abord 


et (T. et M., XVI, 2) 
po set Ver— 4 Ver— 43 


d’où, sans difficulté, 


_ Meret Ver 5 soi 


Ver — €2(€,— €3)* 3 


Puis, en introduisant la fonction &,, on a 


(55) LE 


ce qui permet d'écrire 
. G) 
io} — 


2 ni 28 6h 7) 
mean tn jen (RAS 


En dérivant l’avant-dernière équation, il nous vient maintenant 


O3UO,u — CU 
2 
ou 


=— p(u + w3), 


SES G) 
d’où, en remplacant encore o, — par € SSCs 
39 So 2 


Mais ona 


6) 
Pl @3+ 4 =— Cs 


a SERS 
py =at+Va—e V/e;— es 
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et par suite, apres réductions, 


G)} / 
P| ®3 + = =" Ve: CoV €; — es 
Donc 
p » G) G) G) Ae ee 
(97) 5 St at (3 St er Vermeer a). 


: ° QG) n G) > 
Remplacons maintenant , — et , — par leurs valeurs dans le coeffi- 


cient A,; on voit de suite que A, s’y trouve en facteur et qu’on peut 
écrire 


(58) REX 


Na \2 LPS EEE RAT EE 
(2 eS a1) ao Ve Fr 60 Ve RE «| : 
Nous remarquerons que, d’après les formules qui précèdent, les 
coefficients A,, A, A, sont tous trois des imaginaires pures. 
Ceci posé, si nous revenons à l'élément simple £,,& qui a été déter- 


miné plus haut, et si nous formons la différence 
Du) — Bo Ero (&@ — 3) — Ao Ëo(u — 3) + As Eo (u — 63) — Re O3), 
nous constaterons immédiatement que cette différence constitue une 


fonction aux mêmes multiplicateurs que 9(u), mais dépourvue de 
pôles ; cette expression est donc identiquement nulle, et nous avons 


As eu 
(59) Q(t) = Boéro(u — 9) + Ag E19 (u — 63) — Arb (u —%s) ne 649 (4 — os). 


Il nous faut maintenant, pour parvenir à la longueur / de la lame, 
caleuler les quatre intégrales suivantes : 


(60) ne Eio (u—w,) du, 


(61) eae Ve SRE 


0 
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et 
w, 
(62) ve) E(u — w3) du, 
“0 
(63) x= £19 (Uu — w3) du. 


Les deux premières se ramènent l’une à l’autre. On peut en effet 
immédiatement écrire, en prenant u — w, ou 4 — w, comme variables, 


os Eu du, 


yO, — Os 
ie = Eig du. 


— 3 


Dans la première intégrale, faisons le changement de variable 
U203=T EP, 
elle devient, à cause de l’imparité de £,,u, et à cause de la relation 


6)4 + Do + ®)3 — O, 
Ws 


= E10(9 + 202) dv. 


ee 
Mais À 
; E10 (¥ + 262) =— Ege, 


=, 
U oi Fou du. 
«) 


done 


Dans la deuxiéme intégrale, faisons de méme le changement de 


variable 
“+ 20;,;=, 


nous obtenons 

Wy+ Oy APE 

vay: Eio( 9 — 203) dv, 
W; 
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c'est-à-dire, puisque 


É10(# — 203) = Eto( 9 + DE 0, 
44 
V=-f Ey) du. 
w, 
On a donc 
(64) Ue Ve 0; 


Pour avoir la valeur commune de U et de — V, sans étre géné par 
aucune ambiguité de signe, revenons à l’expression primitive “de Uses 
observons que 


E19 (U — We) =—£,)(uU + De) =— Veg ei E39 Ut. 


On peut donc évidemment écrire 


Race ler d 
U=—Ve,— e, ey Pee ee Ve» — af Ae LES: 


z (1 — 62) Ego 


Mais on a d’une part 
Ver— = iVe— es 


et, d' autre part (T. et M., LXI, 3), 


au —=— (61 — er) Eon Ean uu. 
De sorte que : 
. O), tr 
L ut 
= Tu 


Mais on a maintenant 


les déterminations des radicaux étant positives dans l'intervalle d’in- 
tégration. Il vient donc 


(65) EEE à sit du =i (arcsin£g,,u)" me 
y= o V 


1—éf,u 
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Or, si u varie de zéro à w,, 6, u varie, en restant réel, de un à zero. 
Nous obtenons donc finalement 


T 
) LES 
(66) : 
Du reste, à titre de vérification, on aurait de même 
OR Wy 

ve |. — Eu + 3) du = Vas f Essu du 

0 0 

10] - 
’ *— £,,u(e —e u du 
=iVee f. ÉrsU(e — €3) Got du 
0 


— (e,— €,) Egg 


Mais ona 


big u =— (6, — &3) E93 u Fagus 
et 
1—§?7,u 
Eau = V ae : 
ep — €3 
Par suite, 
Be due 


(67) v= =— i (are sing,,;u) 


FOL ge ae Seeded 228 
Jo Vi—Ëfsu 
et, £,,u variant de un à zéro, 


(68) V=i 


Quant à W et à X, leur valeur se calcule sans difficulté. On a de 
suite 
W = £10(@1— 3) — E10(— Ws) = — E19 (1 + 03) — Eyo(— 03), 
et, comme €,,u est impaire, 
W = 00 + Eo Ws 


et, par suite (T. et M., LX, 1), 


W Vert, + Ves— er 


ea 3 ee NS EM 2 

à ee 
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2 ou encore 


2 ; Ti ) £ W=iVe—e Ver—e;). 


a ee Peay: X= Ey) (Wi— 03) —F) 5 (— ws). 
eee on sait que es ; 
no E55. Ean tt 
| done il vient 


2 sah , 6 X= — Eu o— 0) Eso) 04) ob En 03) Éso(— on). 
Mais. 

ae Re Pee RS RAS eee ane “Eso Wa, 

pre Boole sys — &s9(04— 03) =. és (ui Hr 63) nn 

3 dome TETE 

ae PRES ar K = Bo Set bros as 


a7 À 


Or Ei et os sont tous les deu die nuls, de sorte qu il. nous reste 
ee a CES #34 2 ? Xo. 
| Nous pouvons maintenant écrire l'intégrale de la fonction 2H). | 


, oe ; 5: | | i 
8 Q(t) dus BD ee 


Cae 
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Enfin remplacons B, et A, par leurs valeurs, et pour avoir la lon- 
gueur /, multiplions par le ‘coefficient 


e, — €3(€2— és) 


/ 

(4 
9A a 
)4 
é;) g?— 
3 


(Ve, NOUS Ver 


de la formule (47). Après quelques réductions, nous parviendrons , 
finalement au résultat suivant : 


La longueur / de la lame est donnée par l'équation 


PES aa) (6% Bias 2): 


Comme on avait pour la résistance à l'avancement 


6) Lin 


(74) (= A Ga) +2 (Veer 


2 


E 2 
(75) Par (sa 2), 


2 


il en résulte la formule fondamentale suivante 
2 P 
(76) i — 


On voit que, comme cela devait être a priort, ce rapport est inférieur 
à l’unité. 

On sait que lorsqu'on place une lame de longueur / dans un courant 
fluide dont la vitesse à l'infini est normale à la lame, les unités étant 


x ; | P : 
les mêmes que dans le problème actuel, le rapport > de la pression 


totale (ou de la résistance de la lame) a la nds de celle-ci est 


égal à la quantité 
us 


+n 


[Cf. par exemple, T. Levi-Civira, Scie e leggi di resistensa (Circolo di 
Palermo, 1907.) 
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En quoi ce résultat est-il modifié par la présence d’un mur limitant 
le fluide parallèlement au mouvement? Telle est l’importante question 
_qui se pose ici d'elle-même. Avant d’énoncer le résultat remarquable 
auquel nous allons parvenir, montrons comment on y est tout natu- 
rellement conduit. | 

Considérons tout d’abord le cas où le nombre q est petit. Cela cor- 
respond, comme nous le vérifierons un peu plus loin, au cas où la 
plaque solide est très éloignée du mur, auquel cas l'influence du mur 


oor ine P 

est a priori peu sensible; nous devrons donc trouver, pour =", une 

: Pak T : NG. : 5 

valeur voisine de Faz" I convient de remplacer si possible les deux 
4 


termes du rapport considéré par des développements suivant, les puis- 
_sances de g. | 
. On sait qu'on a (T. et M., XXXIII, 8) 


avec 


et, par suite, en tenant compte de T. et M. (XXXII, 8), . 


ie: q : 
: S’ (3) n=e z - < 
| on — 
RER pe PANNE D CPR RRQ, 
3 2 ae date 7 : 26) I+ gi? é A 
; 34(7 nets | v 
ea: 4} : : ; { 


es eee 4e Semen te go . age OR : yer ert eee he 
On en déduit, en ne conservant que les puissances de g jusqu'à g"° 
_inclus, : | 


age Se te + 245+ gq? + 2q8+ ag'4-...). 
2 37200) DE 
=. On: a ensuite les formules > 9 us 
> | Tee 
ne — €,= —TI,(0 
es 3 à, 3(0), 
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et (T. et M., XXXVI, 1) 


3;(0)=1+ 2q + 29*+ 29° + 29g"+..., 
3,(0) =1—2¢g+ 2q'—29q°+ 2g" +..., 


d’où nous tirons comme ci-dessus 


——— T ‘ 
€;—e; —Vey— 2, = 4 —(g +297 +q +2g"%+29g"+...). 
a ] (1 1 7 q 


En transportant dans la formule (76), nous en concluons immédia- 
Te 


4+ 


P Ts Pee 
tement que —* se réduit, pour g petit, à la valeur 


au plus de l’ordre de q'’. 

Envisageons encore le cas-limite opposé, à savoir celui où g est 
voisin de un, ce qui correspond au contraire à une plaque voisine du 
mur. : 

Écrivons tout d’abord la formule (76) en y mettant en évidence la 

ae aire : : I 
quantité t(= mae puis changeons dans nos formules + en -- => ce 
| - 
qui revient à faire intervenir, au lieu de g(= e™), une quantité ana- 
it Ù * - 


logue g’=e * qui-sera très petite si g est voisin de un. On a alors 


(le). 
(77) a 2 Mi ) 
dt 2 
| CNT + af88(o1r) 84 (018) 
ey (z <) ; 


> AVEC Une erreur | 


285 


PAR UN MUR. 
8q?+4q''+.... 


po 
+ 


10 
\ 


E LIMITÉ 


+ 4q'+ hq" 


1 
2 


DANS UN COURANT FLUID 
2LT 4 
Gs 


- : = ue, 


> Stag taqt+ag+... < 


2) 
) 


s(pl 
Si (¢ lice 


(XXXVI, 1) donnent 


rmules 


fo 


2 
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è I 
Or, pour ¢ = a ona 


; ' .1— 4 
tang Pr =lang PART l 70 
À 4 it gl? 
4 
: NAT hee 
sin20n = Sin = 7, 
r OWT Hes 
T i+ q' 
COS2PT— COS = ——1) 
c a 
de sorte que 
eres 14 V4 
yt ee eit ee 
as) 1—g? , 2iq"* aig’ 
' ; =. ET pe CL 1 q' aes 
= Dy ! 
\AT < aq 2q'? 


De là on déduit, après un calcul facile, en arrétant le développement, 
par exemple, au (erme en q‘, 


ae (; 1\ 
: pa NE babe 5 
(79) ANT ee Tarr M a fer 28 es 
(rl) | 
4t æ 


Remplacant dans la formule (77), on voit qu’on en tire pour le 
T 
4 +T 


E ees, : Pe 
rapport — une valeur extrémement voisine de » et qui se réduit 


d’ailleurs à ce nombre quand q’ tend vers zéro. 
_Ainsi, dans les deux cas extrémes où l’on peut se placer, la valeur 


4 pa ; : ” . 
limite du rapport — est égale à - Cela s'explique tout naturelle- 


wT 
&+T 
ment pour le premier cas puisqu'on se trouve alors ramené au 
cas du fluide illimité; dans le second cas, la chose s'explique aussi 
sans difficulté : en effet, ce cas correspond à une plaque très rap- 
prochée du mur, en sorte que la presque totalité du fluide s’écoule 
du côté opposé au mur; à la limite, la plaque est accotée contre le mur, 
et si l’on envisage le mouvement symétrique du mouvement considéré 
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par rapport au mur, on voit qu'on peut alors faire abstraction du mur, 
par l’adjonction d’un deuxième fluide et d'une deuxième She 
symétriques des premiers; on est ramené encore au cas du fluide illi- 
mité dans tous les sens et d’une plaque normale au courant, ce qui 
légitime notre assertion, 
Ceci posé, je vais démontrer le théorème suivant : 


Quelle que soit la distance de la plaque au mur, on a toujours 


Ps Yat 


‘apes Te 


comme st le mur était rejeté à l’infinr. 
#5 En effet, reprenons le rapport en question, sous la forme 
Ry | SF #, (2 |=) 
See : . = ae GRR & 
. lee RARES 
-(8o) - Ps — 4 
j = “| 
—+ 4 + 2[33(0] 7) — 32(0| 1 


) 


“sous EAN nous I’ avons mis un peu plus haut. Bt sur les fonctions 
elliptiques qui interviennent dans cette formule, effectuons une Nan 


formation de Landen, qui revient comme on sait à changer o, en - = 0, 


sans changer w,. Posons 
61) AT OP: 
Ona tout d’ abord ca et M;, XXXVI, 2) 
er s(0 |=) 88012) =a8ah — a2) 
puis (Te et M, XLVIT, 1, 3) 
1) = 80703 04, 


Se 


2 : ‘ j qitai— 4 
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donc 
e 5 
2[S2(o|7) — S3(o]z)] =1607 050, 


les grandes lettres ayant la méme signification que les petites, mais 
pour les fonctions construites au moyen du module 27 au lieu de 5: 
Une combinaison simple des formules (XLVI, 3) nous donne 


S2(9|t) = solar) 5,(20]27) —3,(0| 27) 3,(2| 27), 
de sorte que 


S(e|t)  3,(0| at) 5, (20]27) — 3, (0] at) 5, (20] 27) 
Tirer)  33(0] 27) 33(2e[ 27) — (0/27) 3, (29 | az) 


et 
:) (0 | 22) 84 (- 


JL (> “| re 3,(o|27) 3, (5 


Mais on a (XXXV, 2) 


27) — 3,(o0|2t) 3, (<}22) 


ar) — 3,(0|27) 3, (: at) 


puis (XXXIV, 1 et 4) 


et, d’apres (XXXVI, 2), 


>= 


3 (0125) =2Q,Q7Q', 
Solar) =Q 08. 


Fi(0127) =2rQ5Q", 
3,(0| 27) = Qo Q3. 
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Par conséquent, il vient 


— 


Si, 2 LT 
re 


/ 


En transportant dans la formule (80), on voit qu'il vient 


er 2 


is te 

Ainsi la présence d’un mur limitant le fluide parallèlement au 
courant, n’influence pas la composante de la résistance qui s’oppose 
directement au mouvement, au moins pour un obstacle constitué par 
une plaque normale au courant. 

Ce résultat, spécial du reste à ce cas particulier, comme nous le 
montrerons plus loin, est d’autant plus inattendu que la présence 
d’une paroi fixe limitant le fluide a généralement pour effet de mo- 
difier sensiblement cette résistance. Prenons par exemple le cas d’un 
obstacle symétrique placé dans un canal rectiligne dont l’axe de symé- 

trie coincide avec celui du solide, et désignons toujours par P, la 
composante de la résistance, égale ici à la résistance totale, parallèle 
au canal. Il résulte alors des travaux de M. U. Cisotti (Rendiconti di 

| x P ; à 
Palermo, 1909, 2° semestre) que le rapport >= est donné par la formule 
suivante 

To 

DATA 


I 
: 5 cag oe ) are tang E 
: Use pices ae We. 
; G {2 AU 


»Q représente la largeur du canal, les deux jets fluides à l'arrière ayant 
Ann. Ee. Norm., (3), XXXV. — Ocropre 141$, 37 
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: 1 1 + 
pour largeur asymptotique ==. Tous les cas possibles sont obtenus 


quand le rapport prend toutes les valeurs entre zéro et un, ce 


dernier cas correspondant à un canal infiniment large. Or on trouve 
» 
z 


1 
facilement que les valeurs extrêmes correspondantes pour ~~ sont > 


| aA | P 
et » et il est aisé de démontrer que le rapport est une fonction 


L+T 
TT , . 
de so décroissante entre ces deux valeurs. 


Nous verrons un peu plus loin que le théorème démontré ci-dessus 
ne se reproduit pas pour d’autres formes d’obstacles que celui consi- 
déré dans le paragraphe antérieur. Auparayant, il est bon de noter que, 
dans le cas d’une plaque normale au courant, les conditions générales 
du mouvement sont cependant profondément modifiées par la présence . 
du mur. Le point mort, ou point de bipartition du fluide à l’avant de 
l’obstacle, prend toutes les positions possibles (suivant la distance du 
mur à la plaque) sur la moitié de la plaque qui avoisine le mur. Cal- 
culons en effet la distance &, du point mort au bord le plus éloigné du 
mur. 

D’après les calculs développés antérieurement, il es clair que &, 
s’obtiendra par la même formule que la longueur /, mais les intégrales 


3 . : 2 A) A A 
doivent être prises dans l’intervalle o, = au lieu de o, w,. Tout revient 
done au calcul des quatre intégrales suivantes : | 


O7 
AT 
(82) =: Ey (4 — w,) du, 
0 
rase 
(83) EE Ein (ua —w3) du, 
. oes 
(84) Wirt Eo (&@— 3) du, 


0 
®, 


zi 
(85) “Tyee X= f Eo(u — 03) du. 


4 
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Les explications déjà données dans les paragraphes ci-dessus y con- 
duisent tout naturellement: ‘On trouve d’abord 


WO, xv 
2 


| “he 
= f a =i | are sn (E. a) 8], 
ARS me > À 7 
Vi i| are sin (i 2) 5. 
2 2 


T à ë 6) rv G) fa : : | A 
Les nombres &,, = et ra = sont compris entre o et 1, valeurs extrémes 


des fonctions £,,u et £,,u lorsque u varie entre o et w,; or ona 
7 Cm 


pi evar ee 
‘ pone C» Ve; ie, + V-eue= es 
et de méme aes OS eae 

| | E2 Oy \Ver—= es 


Ve,— Ex + Ver res 


Ceci peut s’écrire (T. et M., XXXI, 2) 


LA, 
ee SE ME PSEA 
à ==: 
À CR ÉRIC EE É 
. A 
ee A a 
SSL 1 
SAN 995 


“Mais la transformation de Landen déja employée ci-dessus nous 
ARE RMI 2) 


(ai + g)= 2 Q2 OF 


# 


4 
d’où nous tirons, en ne prenant que Ja racine positive, à cause de la 
remarque ci-dessus, 


tie — | qi. i 
2 M9 Oo Q3 


ite 


ui 
aes 
re 


U 


et, par suite, 
(86) 
(87) 
Ona ens 


| Cest-aed 
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eae d'où : 

7: uo 
eee . ; jan : 13a 


Les 7 ‘ a 3 = 2, 
LES eee Ki — UV/e; — €3 (€: — es) ‘ 


\ 


NE | | 6) . Par ES 
En remarquant que &,, — est positif, on a successivement 
SSH ae sn pie 


a 


The we i ts Eee rer 


teh a CR a 3 2 0) #7 | 
SU vide D aa allen Ce en ee ; 
; a > tte à a ao at Pew ae 


2Q, 


oi ; ars lqus réductions f faciles, TE 


Use pe ruekiceats By. Ap, See tric aes facilement ANRT 
Donne les constantes 4 et Qj. DRE a me es et 
PET Saree RT ERE: eer es Bo 
: se 
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On a ensuite 


2 
I “2 &T : 2 6 1 Q5Q1Q3 
LA _ 884, 0101 = rt 
) 


20h © G T 2 gies 
‘ P 4 à 
puis 
Ag= À: [a(S — 2) +Va-aVvane|== oe 2 A (80 14 + zasiai), 
pA t Qt Q5Q: TO PE PP à 
(93) AE TER = aa a (s Q5Qi9 + 710927 : 


On aura maintenant la longueur cherchée o,, en multiphant 


l’expression 


UB D + AsV; > A W, 7 : 


par le coefficient 


CAE Vei—es(e—e;) 
; “(Ve e+ Vei— es) 


qu’on met facilement sous la forme 
AU" EEDA | 


wi Q20Q: a 


Effectuons ce calcul en profitant des relations connues 


~ 


>= TW Ji> 
19293—1, 


nous parviéndrons finalement, après quelques réductions que le lec- 


Il vient, par suite, sans difficulté 
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teur rétablira facilement, au résultat suivant : 


x 


: ete = ga 
(94) m=—-—4A as | gs: “gi (arc sin a sare sin 227 ) 
; wT] 8 Le ae V2 qgiQ; | - Va qi Q2 
ACT UE TEE qi 
| gigi Q1q NE gO: 
Tigh gt She apie AS RS ere eee 
| Her ae L + ong?g? QYq— Q299) 92 93(92 — 42) | 


Appliquons par exemple cette formule au cas où le mur est très 
éloigné de la plaque, c’est-à-dire au cas où g est très petit. D’après la 
formule (75) d'un paragraphe antérieur, nous savons que nous devons 
trouver pour &, une quantité de l'ordre de g*, ce multiplicateur se 
trouvant présent également dans l'expression de la résistance. 

Effectuons donc le développement de ow, suivant les puissances 
de g, en négligeant les termes en g'. Cela revient à remplacer les g; 
et Q; par les nombres suivants: 


Go=Ii— 9 +... Qo=1+..., 

Pye Ge ay Qi=I+..., 

Gi ++ 9+..., Q=i+g+..., 
DRE Nee De DRE EU EE EEE EEE 


l 


+ 
ae 


: Ets at ù ; ae Ge La Ne rue 3 . 

- : i ‘i aesin( RÉ) = +24 ae QU 

"CSI PA Us }= F3 PE a 
eg at 


Remplacant et réduisant, nous obtenons ainsi 
PART Dre + é m ee 4o tes 
CORRE Se Di — 4A] (r+4)gq arian +... |. 
nr | : Go SE ES 


Le terme en g? nous fournit la partie principale de &,, qui coincide 


du reste, comme il fallait s’y attendre, avec la demi-longueur de la 


\ 
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lame entière; le coefficient de g° étant positif (io) nous voyons 
que &, est plus grand que la demi-longueur de la lame. C’est bien ce 
à quoi nous devions nous attendre. 


IE. 


La supposition faite dans le précédent Chapitre, qu'il s'agissait: 
d'une lame normale au courant, a été pour le calcul un très grand élé- 


ment de simplification : elle nous a permis en effet de prendre, pour 
l'élément. simple F(u), la fonction &,,u, dont les propriétés ont 
donné naissance à des développements de caleul élégants. Nous allons 
maintenant, dans le but d’en tirer de nouvelles conséquences pra- 
tiques, nous placer dans le cas général où la lame est oblique au 
courant; certaines parties du calcul deviennent notablement plus 
compliquées, mais les développements des FArARTA RES antérieurs 
nous permettront d’abréger I’ exposition. 
Supposons donc la normale à la lame faisant avec Ox langle à 

nous aurons facilement la valeur de la résistance; la difficulté Seas 
a trouver la longueur de la lame. De la formule (38) nous _tirons 


| DA (ere) (ee) feu ou ou a%(u + te) 

A EN ioe eS Ps CRE RE D 
o2 Uo P Tuoiu 

u étant lié à à par la relation 


T 
(97) é — UW =Hy= 


Il nous faut tout d’abord Racor nier la fonction 2(u) écrite sous le 


signe intégral, en ses éléments simples. 
‘Au point u = w,, le résidu de 9 (u) est 


_ 201% is 
He uoe 1. ue TB T"( We + Uo) 
6 3 Tes 
Ty Ge @ 


RU. 


CALCUL DE RÉSISTANCE DANS UN COURANT FLUIDE LIMITÉ PAR UN MUR. 297 


ou encore 
h 204 Uo * 
‘ (nat ns — 2% @s TE 
Dre a) Be ee NO ee. 
(es: — e)Ve—es 
Mais ona 


(we + Uy) = eo Gary Go Uy. 
En remplaçant et tenant compte de l’équation 
tT 
1201 ND —» 
2 


on voit que l’exposant de e dans b, est 


UT Ug 


AT Ô 
FR RE aay 
AT 


6) 


En sorte qu'il vient 


ul 
5 exe 
Do = E229 GE, 0? Uy RENTE 
(ea —e)Ves— es 


Mais on a encore 


I 
e 1202 mr 
Ti Ws Ta 69 


et, par suite, 


Craig 1 2 — à 
T1 We O3 0e me Ver — €i Ver — €; an Ve: == €5 V Es — e3 


e712 s Gg? Do = 


Enfin on a finalement pour b, la valeur simple 


NE tO Te Uo = 
(98) : by = Ue. tee 
Au voisinage du point u=, une transformation, déjà employée 
dans un précédent paragraphe, permet de mettre facilement 9(w, +A) 
sous la forme suivante 


LENCO 2 6 
© Su ona —)a,ha,haz(uoth) Go, 
a,hath Ti Ws Ta Ws 
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Or on peut écrire 


NO) BU ET it 6. 8 
2Uo| 13 — ES D GS ER 2 52 
f UIROFR 
ete (m= w4 ) apes 
et 
a* 6); > 
OE ee 
TF Ws C3 Ws (€;— @3) (¢2 — @3)? 
en sorte que 
ie Sra abs tabs Ca El 


(99) (#3 + 4) =— 


(ee) €) Th oh 


Nous voyons que cette expression est de la forme 


D, 4, % } série entière en À 
h h? RAS, à 


> 


et il nous faut calculer les coefficients a,, a,, a. 


Un calcul simple nous donne, en nous limitant aux seuls termes 
utiles, 


— hth ash a,ho2(uy+h) 
3 ahah 


I > 211 Uo : 
= laut | mr 88 D 203 Uy Ty Uy 
1 


an? u2 Qn 
2 1270 2 £0 ' ' 
+ h [Ces +e Ta T3 uo = wo! T3 uo Co, lo + Ci Uo + C3 Ug CA us| 


De sorte que si l’on observe les formules 


(4 
Oy Uy = C3 ly Og lly, 


Oy Ug = 3 UT ES do — p( 3+ us) 
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il vient pour nos trois coefficients cherchés les valeurs suivantes : 


DE 
{f00)> a = LA sarl 
(e1—es) (er — e3) 
ie iè ‘ 2n,U 
(107 a, = — —————. o?2 uy | 26, uy — 1 
) (era )(e es) RL 6) 4 
ie—iè Ny Uy\? 
(102 ay = = 2 tt, | ec, — p (0, + uw ARE EME : 
) 0 (€,— e3) (e,— e3)? 3 0 1 P(s by ats Gs 0 0), j 


Nous en conclurons, par un raisonnement déjà fait ci-dessus, qu’on a 
dentiquement 


(103) Q(u) = BD F(u— aw.) + à F(u — 03) — a, F’(u—o;) + 2 F'(u — 63); 


et, par suite, en utilisant toujours le même élément simple, 


2 Ni tho 


=p “o(u +2) 


. Etes G(2uU))cu : 
si l’on pose 

(104) AA F(u — 0.) du, 

Qi 
ü), 

(105) = f F(u — 3) du, 
: 0 

(106) Wc F'(u— w3) du, 
: 0 

(107) - He F’(u — w3) du, 
ef 


il viendra, aprés quelques réductions faciles, 


1 


ie ®\2X,— (ru Lt) w, 
E w Le 
‘ coon Be 
ate Jer Plot Uo) + 2 (ti =) ly. : 
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Il reste à calculer les quatre intégrales ci-dessus. Les deux dernières 
sont évidentes. Ona | 


————— 1, 
Wy o(2uUyp— 3) JE a(a@ 26) +240) 
W,=F(o, — 3) — F(—w;) = ae | ( = 2 + ei | 


L'emploi des relations 


d(2u5— 63) = — esto T3 53(2Ug), 
GO (2 Uy + Wy — Wg ) =—e her) GG), 3( 2 Uy + 04), 
G3(2Uo + 6) == e?ftto 936); T_(2 Uo) 


permet sans difficulté de mettre cette expression sous la forme 


W,= ES Fr ao | Fis: 


g(2uUy) a(2%) 
ou enfin, à cause de (97), 
(109) Wa Ce! [Eo (2Uy) —Es0(2 Uo) ]- 
Ona d’ailleurs, d’après les mêmes calculs, 


F (@;— ©3) = Tho (a ag)”, 


F(—w3) —ik;)(24,) eo, 
Passons à l’intégrale X,. Il est manifeste qu'on a 


X,= Foi — 03) — F'(— 03). 
D'ailleurs 
F'(u) __. 2% 


Fa) = i +t(u Lin) — ti, : 


et, par suite, 


F'(w,— a 
Sa meso ia Ea tap AL) one Fe aout 


~E¢a;—o;) 7 ay ra + 2(2 to), 


(a on) = Foamy) | = ue 4+ £4(as) | 


E STANGE | DANS” UN “courant FLUIDE LIMITE PAR UN MUR. 3o1 PRE aisha or | 
es a pee 20 th, ES Dr ROSE Pose Or TES EAUES 
RENE + EG FU Ar AO am 


¥ re 


= 


Fons 

\ 2 er 3 4 % 

= ibs non — eos) eae 

re Eevee ; +: AN TER a the RER x > \ Le a ¢ 2 rs Ç LE 
EUX 2 u DIU ES Sate ak 

oe (2 uw) — a ai erie sa tetes 


ré PASS + 


est sensible ment moins simple, et exige — A RS ORAN CRIS 
oe chés. Nous commencerons par — Cie 
| raisonnement qu Gin provera danse pala cep cae 
ee IIL, p. 138) que la fonction ae mic ieee 
développement suivant SS AT, is ee ae 


2 
| Ja partie réelle de 222 et celle de. — <<. 


5s PRE RTE 
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cons par déterminer sans ambiguité la valeur des deux intégrales 


x ff 2n(uU-- Os) 
Ua = 2— cot —— du, 
204 J, 20); 
@, 
7 cor rt 9) y. 
26) 0 2 6)1 


sin 

J 
u, = log 2 = 108 (— tang =?) =1 e(-it) 

sin : 1 
Gy 
et 
Us > 3 T6) {+ 
Vs = log er log(— cot 2 ) = 108 (i RE 2), 


et par suite, K et K’ désignant deux nombres entiers convenables, 


i x 3 5 

(112) ma EB +aKx—a(g+F+F4...), 
1 3 5 

(113) = ptaik’n+a(g+ 540 +.) 


Les entiers K et K’ sont nuls; cela peut se voir de bien des manières ; 
voyons-le rapidement pour K par exemple. On peut écrire 


sop BAU — 2) 
26); 
=< tang Le 
ru 1— 9 q q a 
l RES A EAN — 
co ARRETE fe (tang 3 ees 2) ( u ane ga“) 
q TU i: 1 9 Tu 
—i——t ane b | sali 
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Par suite, dans l’intégrale w,, le coefficient de est 


(on 1— gq Tu 
a 


tang Fa 
T S baad 2 G)4 re 
ee 9 À 
26 {t= ” 
m4 +( 7) tang? TE 
0 I 2G); 
à A Tu 
a sin — du 
6); 
= — —(i— Gg? 
Fa q*) 


Sesame na 
0 


ce mème coefficient est du reste égal, d’ après la formule ci-dessus, 
à 2K7 — ©; d’où la relation 


Z [ON 
; sin = du 
PR EE DR 1 2 
RES q°) queen 
I+ 2q COS — + q° 
0 G)1 

Le second membre étant évidemment positif, nous en tirons de 
suite Pinégalité | 

| : Rp eee a DU vie 

| 0 <1 4K < (1 TIGE GR T1 Q 
begs Donc K est nul, d’après cela, puisque ce résultat découle évidemment 
a de l’inégalité précédente lorsque au moins g est petit, et que, d’autre 
part, le choix de l’entier K est nécessairement indépendant de la 
grandeur de g. 
Un raisonnement analogue montrera que K’ est aussi nul. 
- On a maintenant facilement 


22 Fes Ie | 
38 oe Ce + 2mu,|du— 
_ 6 0 Wy 


2 cos ® [a(an— us) + 2 mu] — cos (— NOs + a mite) | 


Se fee reed rr est pair); 
Sn to = Peles 
nA À = Scos (= no + 2Muo). z - ae 
; a ———— 2 os (si n 


ae | est impair 
i BI ee zy [eos AM ne gn) isin 2B gh =g]| P ) 
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NON 


T É 
— sin? [n(u—o 3) +2mu,]du 
6); 


2 T T 
= a8) cos — [ 2 (,— 03) + 2mu, | — cos (— 203 + 2mity)| 
on : 1 


nñ | 


0 (si 2 est pair); 


2MT Ut mT Uu A : A 
| cos ae (g"+qg7")— sin aan (g*—q-" )| (si est impair). 
Ih 9 1 = 


= lv 


Nous pouvons donc écrire les valeurs des intégrales U, et V, sous la 
forme 


ee hE TF Ty. eh 
(114) Us a(q +: 3 TS ae = 
| A 2MT tty 
ee” | n SEE rt ks — g—lt ie dent" Lis 
2 (g" + q ) cos = © ig” g”")sin = | 
Ceimpaich 
5 — it gr CA | T TU, 
(115) V, rage Sate... + Scot a 


n,m 1 
(7 impair) 


22m 
= 2 > + g te +97) cos EE — i(g" —q-") sin MEM, 
O4 


Nous sommes maintenant en mesure d'écrire la valeur de la lon- 
gueur /, Moyennant les valeurs ci-dessus de U,, Vz, Wa, X,, et écri- 


DO yd te aN Ne oe a hale © aR Tri: 


ge tee bn 
DAMON T 
AUS 


A ae, 


a 
‘ 
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vant s, à 


l o2 
(116 sa ei e eid 22 40 
) Sp = ia eer a 


X in 2( : 1 LE 
à Qe tes Pel Sy 


2nm 
Re DT _ [(q?+ 47") cos2mso + Ë(q" — q7 n)sinamsy] | 


n,m \ 


(2 impair) 
2, ul 214,40 
= tetany [te (om)—22 : | — Eo( ae) | E(at0) = — ‘|| 
a) 1 
NU 
+ api : a Léxo(2 to) — És0 (246) | 
2 
+ te [ep (ont uy) + (us nu) | 
1 
A LUNA PERRET ES + cot 
. q 3 5 eee 2 So 
2am 
+2 Dee —[(q" + g7")cos2ms— t(g"— g—") SiN 2 ms] 
n,m 
(n impair) 


Bien entendu, on n’oubliera pas que 
T 
S=— +6. 
2 


Cette formule permettra le calcul de / avec une approximation aussi 
élevée qu’on le voudra. 
Quant à la résistance de la lame correspondante, elle se déduit aisé- 


ment de l'expression générale de Q(C) dans laquelle on fera «= = 


2 
On en tire | 
a(t) =e |s (Pitot — Fs) FETE CORRE 
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c’est-à-dire 


Q'(q ee g Lema Uy )— C(W3-F Uy) ] + ante SE = 2 (Cat 2), 


et la formule (20) nous donne ensuite pour la résistance directe 


2 
(199552 Pen 2Ar (tu 2%) . a 


1 

Nous allons appliquer ces résultats au cas plus particulier où la 
lame est située à une grande distance du mur, c'est-à-dire où g est 
petit. A cet effet nous allons, dans les expressions de / et de P,, 
rechercher les termes de moindre degré en g. Comme les calculs déve- 
loppés à la fin du Chapitre précédent font prévoir que la valeur de P, 
contient g° en facteur, nous allons développer /jusqu’aux termes en g° 
inclusivement, et nous ferons de même pour P,. 

Tout d'abord il est manifeste que les sommes qui figurent dans U, 
et V, ne contiennent que des puissances positives de g; on trouve 
aisément 


arm 
> a L(g” + 97") COS2 ms, + U(g” — g-") sin2msy | 


n,m 


{x impair) 


ot =f Sas : 
= q(cosasy —isinas,) +-9°| 300895, +00345)-+7( Zsinasy—sin§s,) Hope 


qu 2 ; 
à Fe (g"+ qg7*) cos2ms, — i(g"— g-") Sin 2 ms] 


n,m 
(x impair } 


ae 4 
: Mary 4 ig tak 3 
= q(cos25)+7sin25))+4' E COS 250 — COS4 Sy —i(s Sin 2 5 —sings)| +... 


On a ensuite (T. et M., CVI, 2) 


6) 


20e 27 Ç rl à M ge. 
€2(2uUy) — @ D er tins 


an ae 
— eke 7 §1N 259 + gq? sin 4s, — g*(sinas, + sin6s,) +... ], 
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et de même | | — 

; : Nu 21: Ç q” 

Guy — = — SP sin 255 
G)j ar RE Se 

= 4 sin So + g? sin2s,+ g°(sins, + sin3s)+...], 

on u on} ts à 

eon tet a Garett . Tr Sinarse 

G)4 = f . 


6) te 
i 


pane Ae ; =A 3 Paks oe : 
= = [7 or g’sin4$ss+g*(sin25s + sin6sy) +... |. 
ieee 


D’ après les formules (CVI, oy et CX, 2), nous avons 


| n ise =r 
OF Ee ee 5; Le (= 
1 


C este ca -dire 


27° née AE 
ag es nie = Fart qr L7C0s Sot G7(1 + 2C0S8 259) + 99(COS S)+ 3C08350) +... |: 
1 né . 4 > ? . > 


ne u, par zéro dans cette dernière formule, il nous vient 


, 


: = : ace eo a Oe 8q aM PERF SUR 


‘Tl reste maintenant à ea par rapport à g les nombres Rog. 


Fu) aus 


Les formules (XR 0- 12), nous fournissent iN égalité 


errant Opt SS ( z ay 
Niet oe aes re Ne 7 


P= — 


20), 


Va—e Ta ete), 
d’où 1 (ARNT, 2, et XXXII, 3, 4). ee, 


ae bag tia ag*cos2sy+...)? 1 + 4g OSs) + 4g? cos?s) +... 

aa u —_ = wat = Ano gr SE SERRE TC SO EMO 

à q3 eS ee Co ae 2q* Re à I= 4g C085, + 4g? C08? Sy +. 
\ 4 
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Mais (XXXVI, 2) 


34(0) (1 — 29 +29°+...)% eu = Ag+4prigr.... 
—~ S20). G+ ag+2q'+...)§) I og + 4g 4g ats 


few 
| 


to ls 


en sorte que nous avons 


ES Dm Le ete semaine), 
RUES is +. eats Sy 1— 4q COSss + 4q? cos?5,+... 


E35 Uo 1 — 89 (1— Coss.) + 32g%(1 — Coss)? 
— 32q%(3 — 8 coss) + 8 cos?s,— 3 cos ss) +... 


On obtient de méme 


4 
V 41 — 
Vo Ea = — 'S.(9) — FE S22 25 
J 2qg* sinrv —2qg*sin3nv+2q* sindre+... 
93 


t us <2 
20), qq‘ 


33 (¢) , I+ 29 COS2TY + 2q* COST P +... 


peso, 


4 | 12 Es 
en désignant, comme d’habitude, par G le nombre = on gs 7°; d’où 


qi t+ 2q COS255+ 29" COS4S, + 
201 gz Sinss— g? Sin 350 + g° SIN 555 +. 


+ 4 2 25 
WF USO) Gi BGS Bq baie rd 
G20 (0) 1 tag ag tages ti eae ede ode 


d’où, après quelques simplifications, 


Tt I 
: bas ean vel , à : 
Eo(2 to) = oer lot 4q sins)+ 4q? sins, -— 8¢' sin2s) coss,+.. ). 


Pour obtenir enfin &,,(24,), on a (T. et M., XXXII, 12) 


Va, pos; a AA I— 29 COS2TV + 2q* COS TE +... 
° i. 
VG 1(P) 2q*(sinne — gsin3re + gi sinÿre +.. Ay 


| 


(118) 
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et, par un calcul analogue au précédent, 


Éso(2%0) = = ( 


aa + 4g sise + 4g? sins,+ 84" sinas, cos +...) 
gai | 


SIN So 


Remplacant dans la formule (116), nous obtenons finalement l’ex- 
pression de la longueur / sous la forme 


ASE ES 3 : 
A al gh 89 +269 + 329 +...) 


X [1— 8q(1 — Coss) + 32g°(1 — coss, )? 
— 32q3(3 —8 coss,+ 8 cos?s,— 3 costs) | +... 


th 23 q° ) 
x (+ Fcots, (++. 
ad (cos25, — isin25,) 
17 0 0 
TA DE ; j 
nag 3 C082 50 + COSA So + 3 Sin 25) — Sin 4so EN 
Li T a 
= (eer —Aqsins 2 sins) — 8g sin 25) COSS +2.) 
2 (se Aq ot Aq . q : 


X [— 7 sin 2s) + g? sin4s)— qg3(sin2s)+ sin6s,) +...] 


I I i : , 

= 2 - + 4 sinse-+ gt sins, + 84? sin 2s, coss +... 
2 \ SINS) 
<[  qsinas,+ 9? sings, + g3(sin2s,+ sin6s,)+...] 


— 2[¢ sins) + g? Sin25)+ g3(sins)+ sin3s)) +...] 
x (8q4 sins, + 164’ sin 25) COSS) +...) 


I 


ie il + 2[¢g cOSS + g2(1+ 2 cos255) + g(cosso + 3 cos3sy) +...] 


SI 


+ 8(q° sin?5 + 2° Sin ss SIN 250 +.. | 
; 3 
Ce ge 
X (= +  cotss + 2 (4 + ee +...) 
2 2 3 
+a} q(cosasy+ isinan) 


+g? | Scosas+ cos4 sy) — i( gsin 255 — sin) | DRE ice i): 
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A cause de la relation déjà rappelée 


TT 
MES + 0; 


on s'aperçoit, par des calculs élémentaires que je ne reproduis pas, que 
le terme constant par rapport à g, et le terme en g sont tous les deux 
nuls. Le coefficient du terme en gq? est 
i eld 
es | [24 — 64(1— cossy) + 32(1 — coss,)?] 
4 
it Tt : nae 1 
RATES +- 7 COts0 — 16 COSSe(1 + COS259 — USIN2 So) | 
it 


: RE T VE 
— 16 sin? sy + der iè E € + = cots) + 4 coss)(1 + COS25)+ isinasy) | 3 


Aprés quelques transformations ce coefficient se laisse mettre sous la 


forme 
— 4 cosd(r + 4 cos). 


Le-coefficient de g° est 
i'eiè ER 
—— 1 32(— 2608s) + 3 COS 50) | — — + = cotso 
4 2 2: 
+ 16(1— 4 cos?s,) (1 + COS 25)— SiN 25y) 
2 4 SEE : 
hee 2 3 COS 250 + COS 450 + à 3 sin 259 — Sin 45 
+ 8 coss)(— 4 + 5 cos?s) 
+ cet) (— 8cos*s5)-+ 16 cossy) (= f 4 cosy) 
2 
+ 12(1 + COS259 + 7 sin 259) 
I RPGs AA RE : 
+ & +3 | 3 0082504 COS 4So— 1 3 Sin 250 — sings) | ; 
ce qui, moyennant quelques transformations que le lecteur rétablira 
par des calculs assez élémentaires, se met finalement sous la forme 


(119) 167 sind cos d + (sis sind = y. 
“8 ‘ 
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, apes) a ne 
D'autre part, on a pour la résistance, d’après la formule (117), la 
valeur 


8 A T° : : à ; 
P,=— REA Sins +: g? SiN 250 + g°(sinso+ Sin 350) +... ]? 
1 
AS AT 
cie q? cosd(cosd — 2q sin20 +...), 
1 


r , . P 
et, par conséquent, nous pouvons écrire, pour le rapport —*; 


P a 4m cosd(cosd — 2q sin2d +...] 


Ue 4 coso(m + cosd)—yq+... 
ou encore 

Piso. I COS 0 y —8sin20(z + 4 coso) 
en l = pee tet 4(m + coso)? | 


Le coefficient de 7g se met facilement sous la forme 


16 sin à (sind — :) 


(m+ 4 cosd)? 
de sorte qu’on a 


BS T COSÔ 
(121) Si er Vend dd 


et que, pour q petit, e est du signe de 


sin (sin? pe 3) . 


Pour g =o (fluide indéfini) on retrouve bien la valeur connue du 
rapport ae En général, en posant 


f 


A I 
Oo = arc sin — » : 
3 


: : . à : : T 
et prenant la détermination de larc-sinus comprise entre o et =; on a 


: 
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. T 114 N 
dans l'intervalle — > rhs de valeurs de o, 


(122) e = sgn 0(0?— 02). 


* 


: 
Dans les intervalles — à,, 0 et +à,, = = la valeur du rapport = est 
donc supérieure à la valeur de ce note rapport en cas d’ He de 
. P “ps 
mur; pour à = 0, bien entendu, la valeur de > n’est pas modifiée par 


la présence du mur, c’est ce qu’on avait déjà vérifié à la fin du Cha- 
pitre I. 

Des considérations qui précèdent retenons que, dans le cas d'un 
fluide limité par un mur et contenant un obstacle déterminé, la pré- 
sence de ce mur peut modifier la résistance éprouvée par l'obstacle, 
aussi bien en l’augmentant qu’en la diminuant : cela dépend de l’orien- 
tation de cet obstacle sur la direction du courant (ou du mur, ce qui 
revient au méme). Le fait que cette résistance puisse étre augmentée, 
même dans le cas où la paroi du mur est éloignée, expliquerait 
peut-être, en partie, les valeurs un peu trop faibles trouvées pour cette 
même résistance quand on applique la théorie des mouvements glis- 
sants en fluide indéfini. (Cf., par exemple, N. Jouxowsi, Aérodyna- 
mique, traduit par S. Drzewiecki; 1 vol., Gauthier-Villars, 1916; Pré- 
face, p. x1.) 


LA MESURE DES ENSEMBLES LINÉAIRES, 


Ss HE an 7 ae Par M. Léororn LEAU. 


Introduction. mao Maa 
On doit à M. Jordan une première théorie de la mesure des 
| ensembles. Une théorie plus complète a été édifiée par M. Borel qui 
_ l’a reprise sur de nouveaux principes et par M. Lebesgue qui, lui 
| assurant une base élargie, en a donné un exposé systématique. Toute- 
‘ fois elle n° épuise pas encore le problème fondamental. S'il peut 
. sembler au moins prématuré de s'occuper des ensembles qui lui 
échappent puisque aucun d’eux, comme l’a montré M. Lebesgue, ne 
saurait être effectivement construit avec les moyens actuels de l’ana- 
ae lyse, la question se pose de comparer entre eux les ensembles de 
mesure nulle. C’est ce que M. Borel a commencé de faire par une 

à ro UE qui lui a donné d’intéressants résultats (*). 

Je pose le problème de la mesure, pour une famille d’ensembles, en 
me limitant d’ailleurs dans ce Mémoire aux ensembles linéaires. Les 
a = conditions sont les conditions habituelles de l'égalité et de la somme; 
._ mais je distingue le cas où l’on exige que la propriété de la somme 
_  s’étende à une infinité dénombrable d’ensembles de celui où l’on se 
contente d’une propriété valable pour une somme d’un nombre 
limité d’entre eux, réservant aux familles be eee a la propriété 


Site Bulletiv de la Société mathématique, t. XLT; fase: 4. 
Ann. Ée, Norm., (3), XXXY. Be Ocrovre TYROS aoe we | ho 


homogènes on passe ensuite à certail 
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générale la qualification de mesurables, appelant les autres semi-mesu- 


rables. Sans doute il est précieux que la condition relative à la somme = 


1 , DO re 1 MISE à ARTE] PS PH 
soit réalisée dans toute son étendue, mais les faits sont là; d’ailleurs, 


même dans une famille semi-mesurable, il est des circonstances où 
l'on peut affirmer que la propriété a lieu pour certaines infinités 
d’ensembles. Restreignant le problème de la mesure à telle ou telle 


fre 


famille, j'ai dù ajouter aux conditions ordinaires celle-ci, que les 


mesures des ensembles fussent déterminées par elles. 


Disons qu'un milieu (ensemble non borné) est de translation | 


E $,35 rea ig “Sp at Versione *: 
lorsqu'il admet des translations ou périodes 2, formant une suite qui 


tend vers zéro; j'entends par là que le déplacement /, superpose le _ 


milieu à lui-méme. Un cas particulier remarquable est celui où le 


conques de ses points; j'appelle un tel milieu homogeéne; xun change- 


et réciproquement. 


milieu admet pour période la différence d’abscisses de deux quel 


. ment d’origine près, c’est un module de points. Un milieu de transla- es 
tion est la somme de milieux homogènes, de même module de périodes, 


On étudie d'abord ici des ensembles bornés situés dans un même 
milieu de translation. A de tels ensembles s’applique soit la méthode 


de M. Jordan, soit celle de MM. Borel et Lebesgue. On forme ainsi une 


_ première espèce de familles mesurables ou semi-mesurables. 


Les milieux homogènes deux à deux commensurables sont à leur 


tour réunis en familles auxquelles s'étend la notion de mesure. Con-. 


trairement aux conventions faites ailleurs ('}il a fallu donner des mots 


diviseur et multiple des définitions conformes à celles en usage dans 


toute théorie de mesure de grandeurs. Pour éviter toute confusion 


elles ne sont employées qu'avec les milieux. Des familles de milieux 


raux de translation. — 


= Envisageons une telle famille. A chacun des milieux dont elle se 
compose sont attachés des ensembles bornés qui, dans la première ~ 
étude, ont été réunis en un même groupe. De tous ces groupes formons — 


un système unique. Il est lui aussi, selon les cas, mesurable ou semi- 


(1) Voir notamment Poincaré, Sur un mode nouveau de représentation géométrique 
des formes quadratiques définies ou indé finies (Journal de l’École Polytechnique, 1880). 


res familles de milieux plus géné: — | 
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mesurable et il est encore susceptible d'extension; à cette démons- 
tration est consacré le dernier Chapitre. C’est le résultat fondamental 
du présent Mémoire (*).. 

Vai consulté surtout les travaux de MM. Borel et Lebesgue; l’indi- 
cation en est donnée par la suite quand il y a lieu. 

Au cours de ma rédaction a paru l’Ouvrage de M. dela Vallée Poussin 
(Intégrales de Lebesgue, fonctions d'ensemble, classes de Baïré), dans la 
Collection de M. E. Borel. 


à CHAPITRE I. 


ENSEMBLES APPARTENANT A UN MEME MILIEU DE TRANSLATION. 


1. MILIEUX DE TRANSLATION. DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. — Nous considé- 
rons des ENSEMBLES LINÉAIRES, c’est-à-dire des ensembles de points sur une 
droite ou de nombres qui sont les abscisses de tels points sur un axe. 

Un ensemble est inclus ou contenu dans un autre ou lui appartient 
si tout point du premier est un point du second. 7 

Nous appliquons I’ expression somme d ensembles, en ne fini 

ou infini, uniquement à des ensembles tels qua aucun point ne soit 
commun a deux au moins d’entre eux. 

Nous dirons qu’un ensemble admet une pbs à ou translation h, si 
 « étant l’un quelconque des points de l’ensemble l’ensemble mb 
est identique à à l’ancien, c’est-à-dire si le glissement de la droite sur 
elle-même d’une quantité A fait coincider l’ensemble avec lui-même. 
Les deux bornes d’un tel ensemble sont infinies. ee 

On appellera milieu de translation un ensemble qui admet des trans- 
lations L,,h,, ..., L,, ..., formant une suite ayant zéro pour limite ou, 
Bee brievement, des translations infinitésimales. 

Un milieu de translation est partout dense. 

Un cas particulier trés important est celui des milieux homogenes. 


(1) Les principaux résultats ont été publiés aux Comptes rendus des séances de |’ Aca- 
démie des Sciences, 93) juillet. 19197 =~ pr 


310 LÉOPOLD LEAU. 


2. Mitirvx nomocènes. — Définitions. — Un ensemble de points qui 
ne se réduit pas à une suite de points équidistants constitue un milieu 
homogene lorsque toute translation qui amène un point de l’ensemble 
sur un autre point de même ensemble fait entièrement coincider 
l’ensemble avec lui-même. . 

Abstraction faite de l'exception relative à la file de points équi- 
distants, on constate Les propriétés suivantes : 2 


St a, b sont deux nombres quelconques de l’ensemble, la definition 
exprime qu’il admet la translation b — a; si a, b, c sont trois nombres 
quelconques elle exprime encore que d tel que d—c—=b — a appartient à 
l’ensemble. 


L'ensemble coincide avec lui-même par retournement autour du 
milieu du segment joignant deux quelconques de ses points. Cela 
résulte de ce que, par rapport à un tel point, tous les points de 
l’ensemble sont deux à deux symétriques; car si a et b.sont les 
abscisses de deux points quelconques, puis ¢ un autre point, le point d 
tel que d— b = a — c appartient à l’ensemble, C’est le seul mode de 
coincidence par retournement. Le retournement autour de l’un des 
points de l'ensemble en est un cas particulier. 

Si l'on prend l’un des points comme origine, l’ensemble des 
abscisses est un module. de nombres, et réciproquement un module de 
nombres relatifs définit un tel ensemble de points rapporté à l’un 
d’eux pris comme origine : ce module, c’est le système de translations 
qui le caractérise. 4 | 

S'il existe un intervalle limité dans lequel un tel ensemble n'ait 
qu'un nombre fini de points et si À est la distance minima de deux 
d'entre eux, l’ensemble se réduit à une série de points équidistants, 
d’équidistance h, æ, +nh, x, étant l'un d’eux, car s’il existait, en 
dehors d’eux, un autre point & tel que 


y+ ph<E<a+(p+ryh, 


on en conclurait une translation § — (x, + ph) inférieure à 2. Hors ce 
cas simple un ensemble qui coincide avec lui-même dès que l’on amène 
par translation un de ses points sur un autre est un milieu homogène. 
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| . Mais, puisqu'il est partout dense il admet des périodes aussi petites 
que l’on veut en valeur absolue. Donc : 


: = Tout milieu homo gêne est un milieu de ne : 
Re Une somme de a ee homogènes identiques est un milieu de trans- 
74 lation. | ; 
Réciproquement, tout milieu de translation est soit un milieu homo- 
pene soit une somme de milieux homo gènes identiques. 


Le milieu on Luxe admet par hy pothese Une: SHIT; hiss ue hs, 
ee: de translations infinitésimales.. Un point quelconque a de om engendre 
_———-__ par ces translations un milieu homogène; ow est une collection ie tels 
| ensembles dont deux quelconques sont évidemment identiques. 
Boa! VOU) quelques exemples de milieux homogènes : I. Tous les nombres 
É relatifs, c’est-à-dire tous les points de la droite; II. Les nombres com- 
Be - mensurables; II. Les nombres fractionnaires dont le dénominateur 
est une puissance d’un même nombre. éntier; IV. Les pees algé- 
briques réels. 


_ 3. ENSEMBLES DE TRANSLATION D'UN MEME TYPE OU FRAGMENTS D'UN MILIEU DE 
TRANSLATION. — Nous dirons qu'un ensemble, dont l’une au moins des 
bornes A’, À’ est finie, est de translation, lorsqu'il coincide avec la 

_ partie d’un milieu de translation comprise entre ces mêmes bornes, 

étant entendu que, si une borne appartient à l'ensemble, elle appartient 

au milieu. Si les deux bornes sont fntes, l’ensemble est dit aussi un 

_ fragment du milieu. Définitions MAN dans le cas prenne d’un 

| milieu homogène. 

Deux fragments sont dits égaux s'ils peuvent He par glisse- 

ment. Leurs bornes étant A’, A” (A’< A”) et uw’, 2" Cu’ <u”) les diffé- 

_rences A” — \, wu” — p' que nous appellerons longueur des fragments 

| - et qui sont celles des segments rectilignes de mémes extrémités sont 

eas certainement égales. La réciproque n’est pas vraie; pour qu’elle ait 

lieu il faut encore, et il suffit, que les bornes inférieures (ou supé- 
rieures, ce sera la même condition ) soient des points homologues, 

Er c’est-à-dire des points qui viennent en coincidence par une certaine 

| translation du milieu. Ainsi; dans le milieu constitué par les points 


égaux; les fragments (e; et), (e+ = —,e+— 3) 8 sont égaux. Nous 


les décomposer chacun en deux parties dont l’une a une Ho ye 


APT, 


— 
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d’abscisses die. les fragments (0, 1) Ce, et sae ne sont pas eee: k 


splice équivalents deux fragments qui ont méme longueur. SEE a 
Pour qu’un fragment soit égal à lui-même après retournement il. 

faut et il suffit qu’il soit symétrique par rapport à son milieu. 
Lorsque deux fragments sont équivalents sans être égaux on peut 


aussi petite que l’on veut, les fragments restants étant égaux. Soient, ed 
en effet, (x, « +h), (6, B+ h) les fragments donnés; désignons pare 
un nombre positif, petit à volonté; en choisissant une translation infé- 
rieure à € on peut trouver un point a’, homologue de «, par exemple ~ 
supérieur à 6 et tel que «'—B<e. Les fragments (a, « ais: 


(«', a+ h) sont égaux; la conclusion est immédiate. Boe 


Si deux fragments sont égaux ils ne peuvent coincider après retour- 
nement préalable de l’un d’eux que si l’un d’eux et, par conséquent, 
tous les deux sont des fragments symétriques. Sinon ils deviennent | 
équivalents ; tel est par exemple alors le cas des sont (7, Ais 
(10, 14 — 7) dans le milieu des rationnels. 

On sait qu’un intervalle I est dit la somme d’une infinité d’autres < 
lorsque tout point intérieur à I est point intérieur ou point frontière 
d’un intervalle partiel. Nous dirons qu’un fragment est la somme d’ un oe 
nombre fini ou d’une infinité de fragments lorsque l'intervalle qui 
correspond au premier est la somme de ceux qui correspondent aux 
seconds. C’est là une restriction dans la définition générale de la 
somme d’une infinité d’ ‘ensembles; mais elle n’est effective (n° 6) : 
que dans le cas de fragments qui, au sens de M. Borel, sont de mesure Ric: 
nulle. cs Ÿ : 0 


_4, Ceci posé, rappelons l’énoncé du problème de la mesure tel a) als. 


a été donné par M. Lebesgue (' ): Waist eens dg apn 2 | 


« Nous nous proposons d’ attacher à shave ensemble E borné, +. 


—— 


(1) Leçons sur l'intégration et la Seéherche des fonctions primitives. Gauthier R 
Villars, p. 103. | 
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formé des points de Ox, un nombre positif ou nul, m(E), que nous 
appelons /a mesure de E, et qui satisfait aux conditions suivantes : 


> Te Deux ensembles é égaux ont même mesure. 

» 2. L’ensemble somme d’un nombre finit ou d’une infinite dénom- 
brable d’ensembles, sans point commun deux à deux, a Ure la 
somme des mesures. # 

_» 3. La mesure de tous les points de (0, 1) est 1, » 


Soit alors un milieu de translation at. Si, d’après la théorie que ces 
conditions définissent, l’un quelconque de ses fragments est de mesure 
nulle, ce qui arrivera certainement si l’ensemble at est énumérable, 

“nous ne réussirons point par là à comparer entre eux les divers frag- 
ments. Modifions donc ainsi, en ce qui concerne les fragments + 
milieu dw, le problème de la mesure. 

pop nous d’attacher à chaque fragment F de x un nombre 
positif ou nul, m(F), que nous ei la mesure de F, et qui satis- 
fera aux conditions suivantes : 


1. Deux fragments égaux ont même mesure. 
2’. Le fragment somme d'un nombre fini ou d’une infinite dénom- 
brable de fragments [sans point commun deux à deux (')| a ae | 

mesure la somme des mesures. 
3’. La mesure du fragment (o, 1) (par exemple) est un nombre 


posit a ®. 


Si la méthode Borel-Lebesgue conduit, pour le fragment (0, 1), à un 
- nombre positif, nous le prendrons pour nombre © et les mesures des 
- divers fragments seront celles fournies par cette méthode. Sinon, les 
conditions 1, 2 et 3 étant imposées par les conditions générales d’inté- 
- gration, on sera amené à modifier ces dernières Lorsque la variable 
évolue dans le milieu ar. 

Observons de suite que si la mesure des fragments est possible 


elle fournira pour deux fragments équivalents des nombres égaux, 


(1) Cette restriction est ici sans intérêt. — 
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° . . , . $ . : , 
résultat qu'il était indispensable d'atteindre si l’on fait attention qu un 
fragment retourné peut cesser d’être égal à lui-même. La propriété 
s'établit aisément comme il suit : 


Soient (A, À’), (u', x”) les fragments équivalents considérés. Choi- 
sissons une translation A(A>0o) aussi petite que l’on voudra. Elle 
fournit, à partir d'un point arbitraire, une suite de points du milieu, 
en sorte qu'il y en a respectivement p et q dans les deux fragments de 
même longueur / et l’on a 


ph£l<(p+2)h, gh=l<(q+2)h. 


D'ailleurs, tous les fragments de la suite sont égaux. On en déduit 


que : 
pp, pw") — m(A', 2") |< 3m(h), 


m(h) étant la mesure commune de ces fragments. Or elle tend 
vers zéro, le nombre de ceux qui sont situés dans le fragment (0, 1) 
- pouvant être pris aussi grand que l’on veut. 

Sila mesure est possible. deux fragments ayant méme longueur ont 


méme mesure, la mesure d’un fragment somme de plusieurs autres 


est égale à la somme des mesures de ces derniers, les mesures des 
fragments sont donc nécessairement proportionnelles à leurs lon- 
gueurs. La mesure d’un fragment de longueur / est donc nécessaire- 
ment dw. Avec ces nombres, d’ailleurs, les conditions 1’, 2’ et 3’ sont 
vérifiées : les fragments sont mesurables. 


5. ÉNONCÉ GENERAL DU PROBLÈME DE LA MESURE, — Ce premier cas étant 
examiné, nous poserons comme il suit, d’une manière générale, le 
problème de la mesure. | | 

Une famille ¥ d’ensembles E de points situés sur un axe x’ x est dite 
mesurable si l'on peut faire correspondre à chaque ensemble un 
nombre positif ou nul, mais non tous nuls, sa mesure, qui satisfasse 
aux conditions suivantes : 


1". Deux ensembles de $, égaux, par glissement ou aprés retournement 
préalable de l’un d’eux, ont méme mesure. 


yh TN V0 UN VOET 
\ 


on 


"NT 
4 
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+ 


he. ! 


| 
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yee. Sil’ ensemble somme d'un nombre fini d’ensembles de § (sans 
_ point commun deux a deux) appartient a $, sa mesure est la somme de 
leurs mesures. 

B. Si l’ensemble somme d’une. RÉ nile dénombrable d’ ensembles de § 
(sans point commun deux à deux ) appartient à $, sa mesure est la 
somme de leurs mesures. 

Sates es mesure d’un ensemble particulier de §, de mesure non nulle, est 
un nombre positi Lf arbitraire w. 


4". Les mesures des ensembles ae § sont oe déterminées par 
les conditions précédentes. 


On pourrait substituer aux conditions 3” et 4” la suivante : Les 


mesures sont déterminées, a un facteur positif prés, par les conditions i 


au" et". 


Lies restrictions dans l’énoncé des conditions 1 et 2 de M. Lebesgue, 


4 


ici 1” et 2”, ont pour objet de limiter a volonté la collection des 


ensembles qui forment #; mais il devenait indispensable de poser la 


condition 4” pour éviter la juxtaposition dans 3 de plusieurs collec- 
tions composées chacune d’ensembles comparables entre eux, alors 
_que les ensembles appartenant à des. collections différentes ne le 
seraient point. 

Les fragments d’un milieu de translation constituent bien une 
fora lie: thesurablé. Mais il y a des familles trés importantes pour les- 
quelles la condition 2’B ne sera pas nécessairement réalisée; il n’est 
cependant pas inutile de les considérer, surtout si l'on sait distinguer 
- parmi leurs ensembles certaines infinités énumérables ‘ie Y satisfont. 
Nous donnerons donc la définition suivante : 


< Une famille est dite nes abies: elle satisfait aux conditions 
d’une famille mesurable, sauf peut-être à celle relative à la somme 
d'une infinité dénombrable d’ ensembles (2"B). | 


La suite de ce Chapitre est consacrée ÿ la recherche de lies 
mesurables ou semi-mesurables d'ensembles appartenant à un même 
milieu de translation. 


#2 


co EXTENSION i LA MÉTHODE BOREL-LEBESGUE AUX ENSEMBLES DE CERTAINS 
Sie: Ee, Norm; (3), XXXV. — Novemere 1918. | a RS Ar 


~ 


{ 


ae 


LE 
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3 " 2 : + : ae DE . oy eh à 
MILIEUX DE TRANSLATION. — Cette méthode ('), dont les principes sont 


dus à M. Borel, a été exposée d’une manière systématique par. 
M. Lebesgue dans ses Leçons sur l'intégration. Les ensembles qu’elle — 
permet de mesurer séront dits mesurables L, et c’est À ce dernier 


Soit un milieu de translation % dont les fragments sont mesurables LS 
Le rapport de la mesure d'un fragment a sa longueur est une cons 
tante k. Nous allons prouver que, nécessairement, k est O Ou I. 


! 


Plus généralement, imaginons dans un intervalle fixe, par 
exemple (0,1), un ensemble G duquel on sait que, dans tout inter-— 


valle inclus dans le premier, le rapport de sa mesure extérieure à la 
_longueur de l’intervalle qui le porte (2) est au plus égal à un nombre 
fab: k’ inférieur à 1; sa mesure extérieure est nulle. Car si #,+ a +... 


est une suite d’intervalles couvrant G, si l,, L, ... sont ies mesures — 


extérieures EOUPe pecans et si l’on pose id 
DT ve Phu dees Per Re PRO) 17000 
ona | CR aa NET ; Chg i SUR 
ca) Fos ; . : 
¢ - ais à d’où + I£ak", 


aa 


et, si l’on remplace « par. sa limite inférieure /, 


LEUR", = Wot l=o. 


‘De méme, S il existe un nombre positif k tel + que, dans tout. inter- 


valle partiel, le rapport de la mesure intérieure de G a la longueur de | 


l'intervalle soit au moins égal à #’, la mesure intérieure de G est égale 


à 1, car l'ensemble complémentaire a une mesure extérieure nulle. 


Ainsi, pour un ensemble mesurable L, le rapport de la portion con- 
tenue dans u un intervalle partiel quelconque à à la longueur de cet intervalle 


Ouvrage que je me réfère dans ce quisuif: 9 . FETE) 


(1) Foir Boren, Lecons sur la théorie des fonctions, p. 46; Lecons sur les TS de cee 
variables réelles, p. TB LEBESGUE, Annali di Matematica, 1902, p. 238 ; Leçons sur 


l'intégration et la recherche des fonctions pr x p. 98 et 102. 


(?) Qui a mêmes bornes que lui. 
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a pour barnes O et 1, 4 moins que dans Vintergalle total le rapport_n 
soul précisément 1 ou 0. | 

De cette proposition, la propriété relative au milieu on est une con- 
séquence immédiate. 

St les fragments de M ne sont pas mesurables L, leurs mesures exté- 
rieures sont égales à leurs longueurs et leurs mesures intérieures sont 
nulles. À ces mesures s s'applique en effet, sans difficulté, la démonstra- 
tion du n° 4 relative à la proportionnalité des fragments à leurs lon-: 
gueurs; et par suite les rapports constants des. mesures, soit exté- 
rieures, soit intérieures, des fragments à leurs pe hele a peuvent 
être que 0 ou I. 

Nous sommes maintenant en état de fixer da portée exacte de la res- 
triction concernant la définition d’une somme de fragments. Si les frag- 


‘ments du milieu sont de mesure L nulle, la restriction est réelle; on 
peut, en effet, enfermer les points d’un fragment dans des intervalles 


dont la somme des longueurs soit aussi petite que l’on veut; les frag- | 
ments situés dans ces intervalles ont pour somme, au sens général de 
la somme des ensembles, le fragment donné. Dans tout autre eas, la 
restriction n'est qu’apparente : sical F le fragment donné, F,, Fy, ..., 
Py. des fragments dont, au sens général. “des ensembles, il est la 
somme, I, 1,,.1,.,., 1,, ... les intervalles correspondants ; ue la 
mesure extérieure de F est égale à sa longueur, la somme des lon- 


 gueurs des intervalles I, ber lee Sent ‘épale à celle me T, et par 


suite les points de I qui n’appartiennent pas a-I,, I, ..., I,, .. (s'il 
en existe) forment un ensemble de mesure L nulle. Ainsi se trouve 
caractérisée la circonstance dans laquelle l’ensemble, et non le frag- 


. ment, F est au sens large la somme de F,, F,, ..., F,; et l’on centare 
_que le théorème relatif à la somme subsiste : la mesure du fragment F 
est la somme Le mesures des fragments Pi, | ARRET ERREUR 


a Ceci établi, proposons-nous de déterminer Dae fared ensembles 


: mesurables appartenant à un milieu M de translation. 


Si ow est le continu, c’est le problème de M. Borel. De même aussi, 
lorsque: où n'étant pas le continu, ses fragments sont mesurables L et 
le nombre # du n° 6 est égal à 1; alors, en effet, le segment (o, 1) aura 
même mesure © que le fragment (or av dans ce cas, le milieu complé- 
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, Snipes . > ‘ , x - 
mentaire, évidemment de translation, oi, donne lieu à un rapport nul 


»à a 7 4 ? E 
et l'on peut faire la remarque suivante : pour qu’une famille d’en- 


sembles bornés, inclus dans on, soit mesurable L, il faut et il suffit 
qu’elle jouisse de la même propriété dans le continu après adjonction 
à ses ensembles des ensembles correspondants de mêmes bornes et de 
mesure nulle de ow’, et, pour les deux familles, les mesures seront 
les mèmes. 

Mais si le nombre # est égal à zéro, le problème est entièrement 
nouveau; il en est de même si, contrairement à notre première hypo- 
thèse, les fragments de di ne sont pas mesurables L. Sans doute on 


, . . , 
ne sait pas construire effectivement de tels ensembles et, comme cae 


établi M. Lebesgue, ils ne sont pas susceptibles d’être définis par les 
expressions analytiques à notre disposition; toutefois, il n’y a ni raison 
ni utilité à les exclure @ priort. 


8. Supposons que les fragments de div ne sovent pas mesurables L. 
Précisément, dans ce cas, la méthode Borel-Lebesgue se prête à une 
extension toute naturelle (*). | 

On sait (n°6) que, les fragments de dt n'étant pas mesurables L, 
leurs mesures extérieures sont égales à leurs longueurs et leurs 
mesures intérieures sont nulles. 

Imaginons un tel milieu, et soit un ensemble E-qui lui appartient: 
un ensemble complémentaire relativement à ar sera un ensemble qu, 
ajouté à E, reproduira un fragment (a,b) du milieu. Enfermons les 
points de E dans un nombre fini ou une infinité dénombrable de frag- 
ments; la mesure de l’ensemble de ces fragments sera le produit par w 
de la somme de leurs longueurs, et la limite inférieure de ces 
mesures sera dite {a mesure extérieure de E relativement à M :m(E). 
Si Cas (E) est le complémentaire de E par rapport à (a, 6), on devra 
avoir, st Ë appartient à une famille d’ensembles mesurables comprenant 
les fragments de au, et si la différence de deux ensembles de la famille 
appartient aussi à la famille, d’une part, 


m.(E)2m(E), 


‘ 


eee 
(1) Lesescun, Lecons sur l'intégration et la recherche des fonctions primitives, p. 103 
el suiv. 
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=. (autre part 
Sp | AN m(E)+ml[Cu(E)]=m(a,b), 


et, puisque m,[C,,(E)| sera au moins égal à m[C,,(E)|, 
HE m(a, b) — mel Cas(E)]. 


Cette limite inférieure de m(E) sera DJ sake intérieure de E relative- 
ment à Mt :m;(E). 
_ Je dis que, quel que soit d’ailleurs E, la mesure intérieure est au 
plus égale à la mesure extérieure. En effet, enfermons E dans une infi- 
nité énumérable de fragments « et Cy(E) dans les fragments 6; 
=. l’ensemble des « et des 8 couvre le fragment (a, b) et par conséquent, 
dans le continu, la somme des longueurs des « et des B, c’est-à-dire des 
_ segments correspondants, est au moins égale à la mesure extérieure L 
ER de fragment (a, b), donc à sa bnetous, Multipliant toutes ces lon- 
=).  -gueurs par.o ona done aussi, par rapport Ds: 


os ne, ma) + m(6)2m(a, bd), 
d’où l’on déduit 
. Me CE) omy B) Ya 


PTS = Conaideron’ les ensembles E pour lesquels la mesure intérieure est 
~~ égale à la mesure extérieure. Cette famille #, qui comprend les frag- 
. ments; répondra au metab lene posé. Les mesures de ces ensembles. 
_ satisfont aux conditions 1”, 3” et 4”, L’ exposé de M. Lebesgue s’ap- 

plique ici sans modification à la vérification de la condition 2”. Si des 
ensembles, en nombre fini ou énumérable (tous compris entre deux 


2 

; bornes fixes), appartiennent à $, leur somme en fait aussi partie et sa 
Be mesure est la somme de leurs mesures. _ 

Ses La suite des démonstrations est encore valable. Bornons- -nous done 
i. Ben énoncer les résultats : : 

Rs Si deux ensembles sont ensembles de #, il en est de même de la 
_ partie de l’un extérieure à l’autre. En particulier, si Fun est contenu 
ne dans l’autre, la différence des deux appartient à # et sa mesure est la 
ee différence de leurs mesures. 

| LAS Si un Due limité ou une infinité nt d ne (tous 
ee x 

a, : = | 

aes ; 

Re: - < 

FE 


ir 
* a 
J 


i a Ln! 
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. > . N B= ; , - | } à © 
compris entre deux bornes fixes) appartiennent à f :1°1 ensemble des 


points qui sont éléments de l’un au moins d’entre eux est ensemble , 


de ¥¢; 2° l’ensemble des points qui leur sont communs à tous est 
ensemble de f. MU 


On dispose la de deux opérations qui, employées par M. Borel à 


partir des intervalles un nombre fini de fois, lui a fourni les ensembles 


mesurables que l'on rencontre pratiquement dans le continu. Pour 


user de la seconde, on utilise la propriété suivante : . 


partie commune est la limite de m(E;) pour t infini. i 


9. D'ailleurs il existe un lien très simple entre la famille d’en-— 
sembles mesurables que la méthode Borel-Lebesgue donne dans le 


Si des ensembles E,, Ey, ..., Ej, .… sont tels que chacun E; contient — 
ceux d'indice plus grand et s'ils appartiennent à $, la mesure de leur — 


continu et celle qu’elle fournit dans un milieu de translation om auquel 


elle n’était pas directement applicable. 


Soit € un ensemble de la première; il est la somme de deux autres, 


l’un E inelus dans on, l’autre E’ inclus dans ov’, milieu complémen- 
taire de ov par rapport au continu. Beem poe ae 


Dans le continu couvrons € et son complémentaire de deux systemes — 


d’intervalles, « et 8. Le système de fragments & de: couvre E et celui 
des fragments B son complémentaire dans at. On en conclut que E 
appartient à la seconde famille et que m(E) = #m(£€) si l'on prend — 
dans ai le nombre Æ pour mesure d’un fragment de longueur 5. = 
Inversement, soit E un ensemble de la seconde famille. Appelons — 
E+E, l’ensemble des points de on et E’ l’ensemble-des points de om’ 


qui sont inclus dans tout système d’intervalles couvrant E; posons 


C=E+E+E. 


Soient « et B deux systèmes de fragments de au y couvrant respecti- — 


vement E et son complémentaire. Le système d’intervalles a couvre € 
dans le continu, et & est formé des points communs à tous les-sys- - 1 
temes a; done, d'après une propriété rappelée au numéro précédent, = 


tna 
< 
a 


ae 


en 
s +42" 


RCA 


MPEER A 
Bia 


\ 
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€ est ol L, et i ona , _ 


| AE EE RÉ 


d’ailleurs les points de E, sont communs aux & et aux B, par suite 
m(E,) =0 et ainsi RS unie 


10. EXTENSION pe LA MÉTHODE DE M. JORDAN AUX ENSEMBLES DES AUTRES 


MILIEUX DE TRANSLATION. — Si la constante # (n° 6) est nulle, c’est-à-dire 


si les fragments du milieu on sont de mesure L nulle, la méthode de 
MM. Borel et Lebesgue n’est plus utilisable : un ensemble quelconque 
peut étre enfermé ee des fragments dont la somme des longueurs, 
et par conséquent la somme des mesures dans div, serait aussi petite 
que l’on veut : c’est dire que, rapporté à ov, tout ensemble, et un 
fragment lui-même, aurait une mesure nulle. 5 

-La méthode de M. Jordan (') conduira à des familles ’ ensembles 
qui seront seulement semi-mesurables. On sait qu'elle consiste en 
ceci : décomposer en un nombre fini d’intervalles partiels un inter- 
valle contenant l’ensemble E considéré, prendre la somme sj, des 
longueurs des intervalles dont tous les points appartiennent à K, la 
somme s, des longueurs de ceux qui contiennent des points de E;_ 
pour une suite de décompositions telle que le maximum de la longueur 
de tous les intervalles tende vers zéro, s’, et s, tendent vers des limites s 
et s’; ces limites sont fixes, s’ est au plus égal à s’; la première 


s'appelle l’esendue intérieure de E, la seconde l'étendue extérieure 


de E:e;(E), e,(E); quand elles sont égales on dit que E est mesurable]. 
Remplacons le mot intervalle par le mot fragment, la longueur d’un 
intervalle par la mesure du fragment ét nous aurons un procédé que 


lon peut employer avec le milieu dv. Les nombres ainsi obtenus satis- 
feront à toutes les conditions (?) du n°5, sauf peut-être à 2”B. Prenons” 
‘en effet par exemple tous les OR du fragment (o, 1) supposé énumé- 


\ 


(1) Cours d’ Analyse, 1. D 
(2) On voit aisément que si un nombre limité d’ensembles (sans point commun deux 


à deux) sont mesurables J il en est de même de leur somme, que la différence de deux 


_ de ces ensembles est aussi mesurable J et qu'il y a entre les mesures les mêmes relations 


qu'entre les ensembles. 4 ~ 
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rable; chacun d’eux est mesurable J et son étendue est nulle, le frag- 
ment entier est aussi mesurable J et son étendue est w. 


11. Voici un eas où la condition 2”B est vérifiée. Disons qu'un 
ensemble E situé dans un intervalle (a, 6) est dissociable en les 
ensembles E,, E,, ..., E;, ... dont il est la somme lorsqu'on peut 
décomposer (a, b) en une infinité énumérable d’intervalles tels qu'un 
même intervalle ne contienne pas de points d’ensembles différents ; 
une extrémité commune à deux intervalles sera considérée à volonté 
comme étant de l’un ou de l’autre. 

Alors, si les ensembles E; sont mesurables J, il en est de même de E 
et son étendue est la somme de leurs étendues. 


Pour établir cette propriété nous utiliserons l’observation suivante 


qu'il suffira de justifier dans le continu : On peut dans la méthode de 
M. Jordan substituer aux décompositions de l’intervalle (a, 6), en un 
nombre fini d’intervalles, les décompositions en nombre ft ou 
infini (') énumérable. 


Soient, en effet, un ensemble € situé dans l’intervalle (a, b), A une. 


décomposition de (a, b) en une infinité dénombrable d’intervalles, 
o' la somme des longueurs de ceux dont les points appartiennent tous 
à €, 9” la longueur totale de ceux qui contiennent des points de €. La 
longueur de ceux qui ne contiennent pas de points de ¢ sont /— o” =2, 
/ étant la longueur de (a, b): 8 

Si nous prenons dans A les n premiers intervalles, parmi eux 
certains ont contribué à o’ pour une valeur 5’, ceux-ci et d’autres ao” 
pour 5,. d’autres enfin az pour ¢,. 

Choisissons n assez grand pour que o’ — 0!,, 5 — 0, t — 4, soient 
inférieurs à un nombre positif arbitraire €. 

La décomposition D formée par les n premiers intervalles de A et 


les intervalles restants dans (a, b) donne lieu à des valeurs appro- 


chées y, u” des étendues intérieure et extérieure de €, et l’on a 


(1) <a, esp’ +eSe,(€) +e, 
(2) Cf OC) S ONE baw ten fa ENT (zo + Lo PT +e. 
a ———_——__—_—_—_—_— ene 


(1) Rappelons qu'un intervalle est dit la somme d'une infinité d’autres lorsque tout 
point qui lui est intérieur est point intérieur où point frontière d’un intervalle partiel. 


j 
: a 

hj 

am À ee: 


a ; 
. \ ESS 
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… Les étendues intérieure et extérieure de &sont respectivement la borne 
ES: supérieure et la borne inférieure des valeurs approchées fournies par 
à les décompositions finies. Les inégalités (r) et (2) montrent que ces 
bornes ne sont “as modifiées par l’adjonction des décompositions 
| infinies. 
20 ge = 
Be On peut aller plus loin. Les ATOUT entre les étendues et leurs 
ag valeurs approchées sont inférieures à un nombre positif arbitraire ñ 
ae _ dès que les intervalles en nombre fini sont de longueur inférieure à 
“ une quantité correspondante «; il en est de même si les intervalles 
BE peuvent être une infinité. On a, en effet; 
= ¢ S | (3) pia’ pd (ed) <p!—<, 
Ss | AP ; RS EC ue — CRETE At ta) + (o"— ); 
Me d'ou 
7 1 + + 24 : . 
et Bs ies CN es Gos oe : + 
Be Ck À 4 
eS =. 77 et ll Cae tr tN Cee : 
g (4) iene SI à Pare FT RACE (p. ag ao rae. Sips 
SS ee es ee ns 3 5 
3 ae ee < | 
es MER EEE DEN DRE ey 
Be os FETE ts aie de A inférieurs à « et prenons 2e plus petit 
que # et que n. Nous aurons, à cause des inégalités (3) et (4) et du 
3 _fait que tous les intervalles de D sont inférieurs À aa (1 — 3G) — ty a < 2€), 
sa RTS SAT MERE CRUE Je <2n, ke 
ee a) ee \ ; 
D 0 ro” 


Eu qui justifie notre ata rate LS | 
‘Revenons à l’ensemble E dissociable; (a, b) est exactement couvert. 
_ par l'assemblage A; divisons l’ensemble des intervalles où E, est inclus 
de manière à obtenir, par la méthode de M. Jordan appliquée aux frag 
| + ments, des valeurs approchées 7; (En), m (En) des mesures intérieure 
et extérieure avec une erreur inférieure a € la série des ¢, étant 
ea Ee, es 3), REKY — Novewnne i918, 4 
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convergente et de somme € aussi petite qu'on veut. Nous aurons ainsi, 
pour E, les valeurs approchées 2 m;(E,) et Xm,(E,) et la propriété est 
établie, 


12, SUITE DE L'EXAMEN DE LA PROPRIÉTÉ RELATIVE A LA SOMME D'UNE INFINITE 
DÉNOMBRABLE D'ENSEMBLES. — Chercher des conditions fort générales où 
cette propriété subsiste ou bien, comme nous l’avons fait pour les 
fragments (n° 3), restreindre le sens du mot somme de manière à 
la conserver, c’est tout-un, et il n’y a là qu’une différence de mots. 
Nous plaçant au second point*de vue, convenons de la définition sui- 


vante : 


Définition. — Un ensemble E, mesurable (J), appartenant à l'inter- 
valle (o, r) par exemple, est dit la somme des ensembles E, si, quel que 
soit e posifff, il existe des décompositions A, A, de lintervalle (0, 1) 
en nombre fini ou infini d’intervalles partiels telles que : 1° la somme 
des fragments « provenant de A et donnant une valeur approchée'de E 
par défaut comporte une erreur inférieure à e; 2° les fragments «, 
fournissant dans A, une valeur approchée par défaut de E,, tout point 
d’un intervalle x appartient à l’un des intervalles x, (pour une valeur 
convenable de p). | 

Il va de soi qu’on suppose toujours avant tout E formé des éléments 
des E, qui sont sans point commun deux à deux. | 

Si E et les E, sont des fragments, on constate sans difficulté que si, - 
au sens des fragments (n° 3), le premier est la somme des seconds, il 
lest aussi au sens de la définition précédente. Inversement si, au sens 
de cette définition, E est la somme des E,, il l’est au sens des frag- 
ments, à moins qu'une borne de E soit point limite de bornes des E,. 
Cette double propriété rend assez naturelle la définition ci-dessus. 
D'ailleurs, quand elle est vérifiée par des ensembles, les ensembles E, 
sont mesurables (J) et l’on a | | 


mes. E= 2mes,E,. 
Cela résulte d’une part des inégalités 
mE£ZÆm;E,, 


meK22m,E, 


et de l'hypothèse que E est mesurable J. 
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} se > aR 5 # N 2 yey . 
Mais ce n’est point le cas le plus général où la propriété relative ta 


somme | aw sens large (')]| subsiste. Il suffit, pour constater ce fait, de 


prendre un fragment E de bornes a’, a’ et d'extraire de l'intervalle 1 de 
mêmes bornes des intervalles I, comprenant tous les points de E de 
même longueur totale que I et laissant à leur extérieur un ensemble €, 
Les I, définissent des fragments E, dont la somme, au sens strict, ne 
donne pas E. On peut d’ailleurs énoncer des conditions nécessaires et 
suffisantes. Dans ce qui suit, les décompositions A, A, sont respec- 
tivement utilisées pour avoir des valeurs approchées de E, E,. 


13. THÉORÈME. — Soient des ensembles E, E,, ..., E, ... mesurables J, 
le premier E somme des autres, au sens large. Si sa mesure est la somme 
de leurs mesures on peut à tout nombre positif « faire correspondre une 
suite de décompositions de l'intervalle fondamental (comprenant tous les 


ensembles) À, A,,..., Ap, ... telle que : 


1° Les fragments G, qui fournissent une valeur approchée par exces 

de Ki, comportent une erreur inférieure à e, et la somme E&,+e,+,.. +. 
est au plus égale à =; F 

2° Tout point des intervalles 8 des fragments qui donnent i par exces 
appartient à l’un des intervalles G,, pour une valeur convenable de p. . 


Partons d’une décomposition A et de décompositions A’, ..., 4,2. 
telles que les différences entre les sommes de fragments par excès et 
par défaut, 6, « d’une part, 8°, a, ...,8,, %,, .. d'autre part, diffèrent 
respectivement de moins den, %,,:..,1,, ..., la somme n,+...+1n,+... 
étant égale à yy’. ; 
= Supposons la décomposition A en un nombre fini de parties. Tout ÿ 
qui n’est pas un & a un point commun avec un f,; allongeons ce 
dernier intervalle de la partie du premier qui lui serait extérieure; 
cette modification des A’ a pour effet possible d’augmenter les 8’ et de 
diminuer les «’, n augmentant de moins de 2n. Les « excedent les o’ 
actuels d’au plus y+ 27; à cause de l’hypothése m.E = XmE,. D'ailleurs 


les parties d’un a, qui ne sont point parties des « forment des inter- 


yalles inclus dans ceux des 8 qui ne sont pas des «; de plus un w, et 


(1) La somme, d’après la définition précédente, sera dile au sens strict. 


7 2 Ce 
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un @, définissent deux intervalles qui n’empietent pas l'un sur l’autre; 
il en résulte que les parties des intervalles « extérieures aux inter- 
valles a, nouveaux ont une mesure fragmentaire inférieure 7 + 39; 
et si on laisse de côté, pour n’en conserver qu’un nombre limité, une 
infinité d’intervalles x dont la somme des mesures ne dépasse pas %, 
les intervalles y qui subsistent dans les intervalles « hors des 
conservés ont une mesure qui n’atteint pas %+4n. Chaque point 
d'un fragment + a un élément commun avec un fragment (au moins) 8, 
Ajoutons-le à ce fragment. Au total, les 8’ augmenteront et les «’ dimi- 
nueront donc de moins de 7+ 4n, et par suite, dans le système de 
décompositions A,, A,,..., A,,... auquel nous parvenons, la somme 
des différences de mesures par excès et par défaut de E,, E,, ..., E,, -.- 
est inférieure à 24/+-6y. Il suffit done d’avoir choisi 27° + 6n£e 
pour satisfaire à l’énoncé du théorème. 

D'ailleurs, a fortiori, tout point d’un intervalle & appartient à l’un 
des intervalles B,. Cette propriété, comme la précédente, subsiste si 
respectant les points de subdivision de A on imagine des décompo- 


sitions A’, A”, ... qui donnent de E des mesures aussi approchées qu’on 
veut. Donc : 


Tutorime. — Soient des ensembles E, E,, ..., E,, ... mesurables J, le 
premier E somme des autres, au sens large. Si sa mesure est la somme de 
leurs mesures, on peut à tout couple de nombres positifs «, n faire corres- 


pondre une site de décompositions de l'intervalle fondamental A, A,, .…, 
A,, .… telle que : 


1° Les fragments « qui fournissent une valeur approchée par défaut 
de Ket Les fragments 8, une valeur approchée par exces de E, comportent 
respectivement des erreurs inférieures à neaz,, la somme 


y Seg t ee. ep... 
élant au plus égale à &; | 


2° Tout point des intervalles « appartient à l’un des intervalles 8,, pour 
une valeur convenable de p. 


14. Les réciproques sont immédiates : 


Fa 
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J 


Première réciproque. — Soient des ensembles E, E,, .. lips de 
premier E somme des autres, au sens large et, ces dinars mesu- 
rables J. On suppose qu’a tout nombre positif e on peut faire corres- 
pondre une suite de décompositions de l'intervalle fougamental 4, 
DIN Et ORE tèlle que : | . 


« 


1° Les fragments B, qui bia une valeur approchée par 


_excés de E, comportent une erreur inférieure à e, et la somme 


MATE, ay €, +... est au plus égale à €; 
2° Tout point des intervalles 8 des fragments qui chai E par 


excès appartient à l’un des intervalles 8,, pour une valeur convenable 


oe LS 
tins ces tiens E est mesurable J et sa mesure est la: somme 
gs leurs mesures. 


Deuxième eu — Soient des ensembles E, E,, .. , E,, ..., le 


premier E somme des autres, au sens large, tous mesurables J. On 


suppose qu’à tout couple de nombres positifs é, n on peut faire corres- 
pondre une suite de décompositions de l'intervalle fondamental A, 
A, as Ay - telle qué: 


7° Lee fragments 8, qui RE Rs une valeur ouh par excès 


Eu BK, comportent une erreur inférieure à ¢,, la somme ¢,+...+ €,+.. 
an étant au plus égale à €, et les fragments « qui donnent une valeur 


approchée par défaut de E une erreur inférieure a 7; 
22 Tout point des intervalles « appartient à l'un des intervalles DR 


S pour une SAur convenable de p. 


Dans ces conditions, la mesure ae E est la somme des mesures 


des E,. | | | | 
En effet, en supposant aie n Soit Ru une finite de l'excès 


Page la: mesure intérieure de E E sur celle des «, on a, d’ aies les ee 


thèses, 
i oe mE<SmE ap et aussi ED. 


» de sorte que 


tente 
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15. Examen D'un cas stupLe, — Admettons que, quel que soit €, on 
puisse trouver une décomposition A telle que la différence des valeurs 
approchées qu’elle fournit pour E, soit inférieure a ¢,, la somme des ¢, 
étant au plus égale à &; la prémière réciproque est applicable. 

On sera ramené à ce cas particulier si l’on peut faire correspondre à 
tou nombre € un système de décompositions A,, Aj, ..., A,, ... dont 
les points de subdivision déterminent une décomposition de l'inter- 
valle fondamental, car on la prendra pour A et il est clairqu’elle donne — 
pour E, des valeurs approchées de moindre différence que A,. 

Ici se pose la question : comment reconnaître si un ensemble de 
points peut définir une décomposition de l’intervalle fondamental ? La 
réponse est immédiate : il faut et il suffit que l’ensemble soit fermé et 
que chacun de ses points limites soit à l’intérieur de l'intervalle fonda- 
mental et ne soit limite que d’un côté. 


Exemple dans lequel mE—ÈmE,. — Dans l'intervalle fonda- 
mental (o, 1) du milieu quelconque de translation om, prenons 
pour H,_, l’ensemble formé des points 

I Fe I I 


ee — - ——— 
2n HI 2P+2 pp+2 SFA 21 + 15 2PH pp+t 


Mesa War Paces . 
I I < I I ( is Bee 


Ow be Pf iz —— ee 
2n+I Prt ppt = x 2n + I ontè prtè 


~ 


Si le milieu oi n’avait pas ses fragments de mesure L nulle, et: si 
l’on prend 1 pour mesure du fragment (0, 1), on aurait 


I 
mE, = spate (P+ 2) = <a (p+ 3) 


en posant 


et 


Ces résultats subsistent si les fragments de 3% sont de mesure L 
nulle. 
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: En effet, ayant fait choix d’une suite de nombres ath Lee ne 
€»; .. décroissants . somme inférieure à €, je prends, comme points de 
subdivision de A,, ¢, et les bornes, supérieures à ¢,, des fragments 
dont la somme generis E,; dans cette décomposition de (0, 1), V'in- 
tervalle (o, ¢,) est le seul “des Bp qui ne soit pas un @,. Me dounant 
ensuite deux nombres positifs 7, 7’ de somme 7 arbitrairement petite, 
je sépare l’intervalle (o, 7’) de l'intervalle (0, 1) ainsi que, dans l’inter- 
valle (n', 1), des intervalles de somme 7’ construits autour de chaque 


membre de la forme et, si l’on veut, d’un seul côté. Avec les 


- extrémités de ces intervalles et celles des bornes des fragments des E, 
= qui sont dans les parties restantes, je constitue A. Il est clair que les 
ag . conditions requises à la deuxième réciproque sont réalisées. 
16. EXEMPLE DE MILIEU HOMOGÈNE DE MESURE L NULLE (4 = 0) ET AYANT LA 
_ PUISSANCE DU conTINU. — Nous nous servirons de la propriété sui- 
vante : ere RE 


Soit une suite de nombres entiers supérieurs à 1:44, Uy, ..., Uns 5 
posons d;= u,u,...u;. On peut, a étant un nombre quelconque positif 
ou négatif, le mettre, et cela d’une seule manière, sous la forme 


de: 


Ta ne 
dn : 


Ay : 
re SCT it 


, 


ae is ae ee 

les a, étant des ites le premier positif ou négatif, les autres posi- 

_tifs où nuls et satisfaisant aux inégalités a;<u,. Il n'y a copie 
que pour tout Bevaieppement limité 

ae 

aor d, 


qui peut aussi s’écrire sous forme de série 


An—1 Up —1 Up 
oe et ea wee 
An os dn+1 : % pin “ 


À ee ay 
ae Ay + pene 


bo 
dite 
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doivent être non négatifs et inférieurs chacun à la quantité u; corres- 
pondante : alors, un méme nombre est fourni une infinité de fois par 


ce mode de représentation. 
Considérons l’ensemble. E, des nombres a, pour chacun desquels 


une représentation de ce type satisfait à la condition lim = == Ay: 


n 


r, étant une variable donnée positive infiniment grande telle que la 
série D soit convergente : E, forme un milieu homogène; ces 
n 


divers milieux sont égaux. 
Posons 


si de plus d,0, tend vers zéro pour 7 infini, on peut atfirmer que Les 
milieux correspondant à deux valeurs différentes de À sont sans point 
commun, car vu. étant la différence de ces valeurs on auraitune égalité 


de la forme 


b, bn Daas 


by 
orale aie oat RS eS! LEE 
2 n 


di 


LD : : : ai 
avec lim— = 4, ce qui est incompatible avec l'hypothèse précé- 
dente. 


17. Soient p et a deux: nombres positifs, P > a; posons p—a=t 
et prenons u,2d)_,, 7, <di_, (au moins à partir d’un certain rang); on 
en déduit, en supposant. pour plus de sos que les inégalités 
aient lieu dès le début, 


Usya 2 URIPENT* dir eal | dae nes < 


aa 


s 


y she Sa" ER: PIE TANT ne t 
Par suite d,c, est inférieur à d, > FA 6 fortiori à > 
$ 
n 


n 


e 


. L ee 5 > < 3 
eta >»: unre? quantité qui tend vers zéro pour x infini, 
# 


= Lo 
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La propriété précédente a donc lieu. Mais, de plus, on voit aisément 
qu'un milieu E, a une mesure L nulle. En effet, & étant un nombre 
positif arbitraire, on peut, pour un nombre e a de EF, prendre n Assez 
grand pour que 


An À|(Gi+e 
ea (ergs Biba 


cred i" à a. a 3 à 
Soit — la somme a, + 2 ee al g=d,; enlevons de l’inter- 
Li k ‘TL 


valle (o, 1) tous les intervalles partiels dont-le milieu a une abscisse 
rationnelle de dénominateur d,, à partir d’une certaine valeur de 
aj Al (+), 
dx 
d'enlever ainsi tout nombre a compris entre o et 1, sauf des nombres 
rationnels fournis par les premiers développements limités aux indices 
inférieurs. Or la longueur totale des intervalles HAUTE est infé- 
rieure à = | 


l'indice, et dont l'épaisseur est ; nous sommes certains 


Nous avons vu 1 plus haut que cette série tend vers zéro pourn infini, 
- la mesure L du fragment (o, 1) de EK, est done nulle. 

… D'ailleurs, cet ensemble a la puissance du continu. Lés divers 
ensembles E, sont manifestement identiques : une translation A qui 
amène un point de Ey, sur un point de I), fait coincider les deux 
ensembles. Considérons donc E,; r, est infiniment grand, parmi les 
nombres a de E, ily a en particulier ceux pour lesquels chaque a; est 


non négatif et ‘inférieur à un nombre fixe, 10 par exemple. Ces 
nombres correspondent aux nombres « dont la représentation déci- 


male est Ÿ <4; or ces derniers forment un ensemble ayant la puis- 


of? 
sance du continu. 

18. En tr légèrement la démonstration ci-dessus, on voit 
que l'ensemble € des ensembles E, considérés, qui est lui-même 
homogène, est aussi de mesure L-nulle. Il suffit de prendre pour 
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l’épaisseur des intervalles extraits de (0, 1) Soi quel que soit le 
dn * ; 
point considéré de ¢, et par conséquent quel que soit À, il finira, pour 
n assez grand, par être englobé dans l'intervalle supprimé. 
On peut étendre encore la même propriété à l'ensemble homogène 
des points pour chacun desquels existe un développement tel que Jel 


soit borne. 
Cet exemple est suggéré par une démonstration de M. Borel ("). 


19. EXEMPLE DE MILIEU DE TRANSLATION DONT. LES FRAGMENTS NE SONT PAS 

MESURABLES L. — Soient « et s deux entiers supérieurs à 1, premiers 
: : ë n 

entre eux; à chaque nombre relatif 2 associons l’ensemble æ + =a? 
q étant un entier positif ou nul et n un entier de signe quelconque ; 
nous partageons ainsi les nombres relatifs en des ensembles E qui 
constituent des milieux de translation; groupons ces ensembles en 
familles € qui contiennent, avec un ensemble E,, ceux E,, E,, ..., E, 
qui s’en déduisent en effectuant successivement s — 1 fois la trans- 


Jation =: Ces familles sont parfaitement définies. Adoptons (*) dans 


chacune d’elles un des ensembles qui le forment. La réunion de ces 
ensembles donne un milieu de translation 3x, duquel on déduit par la 


. I oge am - 
translation 3 des tilieux. dy, MWy,°:3., ON... Ces-mihenx ott, 


Dy, +++, Os, Sont sans point commun deux à deux; au total, ils 


re ee ee 
ee ee on 0 ee 


(1) Lecons sur la théorie des fonctions, p. 39 et suiv. 

(2) C'est cette distinction d’un ensemble privilégié dans chaque famille que l’on ne sait 
pas actuellement effectuer. Si l’on imagine un‘nombre x écrit dans le système de base 4, 
SOit Tot1L2...Æn..., On peut lui faire correspondre une série entière 


Coto Cp HS ++ Cnn d"-+..., 


suivant une loi déterminée, Les séries qui correspondent aux nombres d’un méme 
ensemble ne diffèrent entre elles que de polynomes. Le problème peut donc être ramené 
à déterminer une propriété qui leur soit commune et qui soit caractérisée par un nombre 
- variant avec les ensembles d'une même famille, 


Tare Ti dE ee Cee ee Mo 
f T4 Ps 77 


(LA 
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reconstituent le continu; ils sont identiques et leurs fragments ne 
sont pas mesurables L (n°6), car cette mesure serait nécessairement 
la sie partie de la longueur. 


CHAPITRE II. 
MESURE DE CERTAINS MILIEUX DE TRANSLATION. 


1. L'objet de ce Chapitre est de comparer entre eux certains milieux 


_ de translation, de définir le rapport de deux d’entre eux et d’appliquer . 
enfin à ces ensembles qui n’ont ni borne inférieure ni borne supérieure 
_la théorie de la mesure. 


Nous nous occuperons principalement de milieux sihaipenaee les 
familles que nous constituerons seront d’ordinaire sédlament semi- 
mesurables. = 

| > 

2. PREMIÈRES PROPRIÉTÉS DES MILIEUX HOMOGÈNES. — Pour que deux 
milieux homogènes égaux coincident il faut et i suffit (s’ils sont sur 
une méme droite) qu'un point de l’un coincide avec un point de l’autre. 

Pour que deux milieux homogènes soient égaux faut et il suffit 
qu’ils admettent les mêmes en tone 

Sides milieux homogènes, en nombre finrou infini, admettent un mi- 
lieu de points qui leur soient communs à tous, ce milieu est homogène. 

Pour qu'un milieu homogène soit égal à une partie d’un autre il 


faut et il suffit que le second admette toutes les translations du premier. 


3. DIVISEURS ET MULTIPLES D'UN MILIEU HOMOGÈNE. — Soient deux 


milieux homogènes M et or, M égal à une partie M, de JL; si a, est un 


* point de M, et a, un point quelconque de or mais non de M,, la trans- 
lation a, — a, amène M, sur une autre partie M, de om sans point 
commun avec M: : ainsi at est la somme, en nombre fini ou infini, de 
milieux égaux à M. Une pareille décomposition n’est possible que 
d’une seule manière, car, dès que deux Deals égales à M ont un point 


commun, elles en RE pe ae 


RE Sot rs 4 
Ni Tr CNRS 
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Si ow est la somme d'une infinité d’ensembles égaux à M, nous. 


dirons que M est un diviseur nul de on, rt un multiple infini de M, . i 


3 ae sont respectivement nul et infini. Si oi est la 
somme d'un nombre limité w d’ensembles égaux à M, nous dirons 
que M est un diviseur (non nul) de on, ok un multiple (non infini 


que les rapports 


Roper an TE : .. Hire 
de M), que les rapports 57 7 sont respectivement = et p, ce a | 
nous écrirons aussi f 

M= aks ot = pM. 


\ 


4. Voici comment on peut essayer de déterminer ce nombre y. 


. Soit A, une translation de 9%, mais non de M. Partons de M,, la trans- 


lation À, donne M, distinct de M,; de nouvelles translations 2, con- 
duisent de M, à M,, ete. Si aucun des M, ne coincide avec M, ils sont 
tous distincts, car si M,,, était identique à M,, M,, c'est-à-dire M, — 
admettrait la translation sh, et par conséquent M, serait identique — 
à M,. Alors ov contient une infinité de fois M. 2 

Si M,, coincide avec M, et s’il est le premier à le redonner, c'est 
que A, est une translation de M. Soit | 


MS? = My+ M,+...-+ Mo 


Mj’ est homogène. En effet soient b, un point de M;, c un autre point 


de M}; ou bien c appartient aussi à M,, alors la translation c — b,. 
transforme chaque M, en lui-mème, ou bien c fait partie deM;(7 7); _ 
posons b;=b;+(j—31)h,, la translation c — 6; est la résultante de 
deux autres, l’une (7 — #)k, qui transforme chaque partie M, en une — 
autre partie de M}, la seconde qui laisse chaque M, invariant. | 

Portons notre attention sur les translations de la forme th,, ¢ entier. - 
Lorsque £ est un multiple de &, elles laissent fixe chaque M, : lorsque 


_t est premier avec u.,, une translation de cette nature classe les M, 


dans un ordre tel que chacun d’eux est remplacé par le suivant et que, 
appliquée pw, fois à l’un quelconque des M,, elle reproduit celui-là 
après avoir fourni tous les autres; enfin lorsque ¢ et uw, ont un plus 
grand commun diviseur à les M, se répartissent en 8 cycles qui en con- 
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tiennent chacun =, ces derniers se déduisant les uns des autres par la 


translation th, qui, appliquée a fois à l’un d’eux, les reproduit tous. 


Revenons à M} : si M} est identique à 9%, on aon = u,M. 

Sinon, soit 2, une translation de ov, mais non de M. Appliquée 
plusieurs fois successivement à M‘’ elle donne M‘”’, M”. Si la suite est 
infinie, at contient Mj’ et par suite M une infinité de fois. Dans le cas 

contraire, soit M) le premier M“ qui reproduit M° lui-même, et 
posons | re | 
MP? =M; + Mi... + Mi; - 


M} est homogène. 
Si M} est identique a dit, ona dU =u,uM. 

Sinon on poursuivra de la même manière. 

Bref, si & est infini, ou l’une des suitesM®, M, Mi’, ... est. infinie, 
ou la suite même M,, M", M, …. est infinie, aucun des M ne repro- 
duisant om. Si u est fini chaque suite est limitée et leur nombre est 
fini. M\” est une somme d’ensembles M,, M,, ..., M... formant un 

cycle, la translation A, faisant passer d’un M au suivant et de M,_, 
à M,; de même M est la somme des ensembles M, ..., My, qui 
forment aussi un cycle ...; de même enfin, si M? est à lui-même, il 

“est la somme des ensembles du cycle M?” ..., M2, et Von a 


Pe Ua Mares Ups 
5. REMARQUES SUR LA pEComposition EN cycLes. — Considérons dans 
la suite des cycles un cycle quelconque de cycles, par exemple M", 
M, Mu My’ étant M, + M, +...+ M : 
Les translations Ag, 2h,, ..., (uw, — 1)h, ont transformé chaque M 
en uy — 1 autres; distinguons-les par un second indice en posant 
MM, + M, + soe Mons 
po étant l'ancien M, et M,,, se déduisant de Ms par L,. Mu, est 
un M,; s’il est M,,. le cyele de cycles peut s'obtenir en interver- 
tissant les translations À, et A,, en sorte que l’on effectue d’abord 


MM 
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sur M,,, par exemple les translations /,, 2/4, : qui donneront Moo 
Mons ses Mou,» puis, Sur ce cycle; les translations hij 2h ee 
fourniront un cycle de », ensembles. Cela arrivera lorsque poh, sera 
une translation de M,. Sig p, u,h, est une translation résultante 
d'une translation 7 de M, et d’une translation de la forme th,, t étant 
congru ag —p relativement au module y.,. Au cas où ¢ serait premier 
avec w,, ce n’est qu'après avoir effectué la translation Bi (lt is) 
sur M,, que l’on sera revenu à cet ensemble de départ après avoir 
d’ailleurs obtenu tous les autres. On aura remplacé un cycle de cycles 
par un cycle unique. Au cas, enfin, où ¢et », auraient un plus grand 


commun diviseur à, on reviendra à M,, après a uv.» translations 2,, on 


aura ainsi un cycle qui par à — 1 translations A, reproduira l'ensemble 
proposé. Siw, et p., sont premiers entre eux, on pourra certainement 
substituer à la translation 2, la translation A, + xh,, l’entier x étant 
choisi de facon que æu, + 1 soit congru à zéro suivant le module 4, ; 
alors on aura bien un cycle de wu, cycles formés chacun dep, ensembles 
égaux à M,, : on peut intervertir les facteurs wu, et u.. 

Si un facteur x, est le produit de deux entiers uu; on peut rem- 
placer le cycle relatif à 4, par un cycle des cycles; la translation x’, 
appliquée plusieurs fois à M, donne M,., M,,,, ...:; du cycle 


M, + My: + ST a Myy—tyy a M, 


on déduit ensuite par les translations 4,, 2h,, ... (u,—1)A, un 
nouveau cycle composé de M,, Mi, M, ,, c'est-à-dire de M,, M,, 
LL PA EL Fe 

Donc i existe toujours une suite de cycles s'engendrant les uns les 
autres à partir de M, de manière à reproduire % et correspondant a la 
décomposition de y. en un produit de facteurs premiers, distincts ou non, 
et pris dans un ordre arbitraire (puisque l’on peut intervertir l'ordre de 
deux facteurs premiers entre eux). 


6. COMPOSITION DES ‘TRANSLATIONS QUI ENGENDRENT LES CYCLES. — Dési- 
gnons d’une manière générale par n les translations de Met envisageons 
les translations des cycles successifs relatifs à une décomposition 
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quelconque. D'abord k,, translation qui engendre le premier cycle 
nest pas un 1; u.,h, est un net c’est le premier multiple de , qui 
Jouisse de cette propriété. Toute translation de M!” est de la forme 
4 + m,h,, m, étant un entier. Puis A, qui fournit le cycle M\?’ n’appar- 
tient pas à M}, mais pA, est une translation de M!', et c’est le pre- 
mier multiple de A, qui soit de cette forme; et ainsi de suite. Bref les 
multiples wih, adie ce ui th lett u.,A, sont les premiers multiples 
deh,,h,,...,h,, ..., h, donnés par des égalités de la forme 


Bili =, 
ba ha = na + aI, 
bah =n;+a%h;+ ah, 


(1). D EO MG ahs om re dcr ee ; 


Bs hss +a hy + ay het... +a, hs, 


eda rie eet a6, las 6 els le 6.0 6.0 + trs. nn nus , 


RE rl (P) x 
Balp=ip+ du AP Ng, ver ces PRG hs Sts 


les a étant entiers, et les diverses translations de M, M®, ..., 
M}, .…, M? ou ow sont respectivement fournies par les formules 


nt Mi, ris | as Nite 
q+ mhy+ mehg, = 


CRC ; 


n+ mhy+ ml +... + msh,, 


(2) 


CCC 3 


Nt myhy-+ mt tense +Myh,, 132 


les m étant des entiers arbitraires. 


7. CONDITIONS POUR QU’UN MILIEU HOMOGÈNE ADMETTE UN MULTIPLE OU UN 
piviSEUR. — Observons que A, n’est pas une translation de M et que 


_u,h, en est une. Donc quand un milieu M admet un multiple (non 


infini), il existe un diviseur de l’une de ses translations qui n’est pas 
lui-même une translation. D'ailleurs, lorsque ce fait se présente et 
si À, est ce diviseur et u.,, la première translation de M, les transla- 
tions h,, 2h,, ..., (uv, —1)A, fournissent un milieu homogène mul- 
tiple de M, Ainsi : SET of 
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Pour qu’un milieu admette un multiple (non infini), ul faut et il suffit 
qu'un diviseur d’une de ses translations ne soit pas lui-même une trans- 
lation. | - 


‘ ; ; n Steg bait 
Si y, étant une translation de M, 2, = — n'est pas une translation, 
1 


un diviseur quelconque de A, n’est pas non plus une translation, de 
sorte que le premier multiple de M que nous venons de former admet 
aussi des multiples, également multiples de M. Par suite : — 


Un milieu qui admet un multiple en admet une. infinite. 


Portons notre attention snr on et sur M?" ; Le module des transla- 
tions deovs’obtient en adjoignanth, au module des translations deM? ? 
et uA, est le premier multiple de A, qui appartienne à ce dernier 
module. Quand il est possible d’effectuer une pareille dissociation, le 
module restreint définit un milieu M?-1) qui, par l’emploi de 2, 
engendre ar. Donc : 


Pour qu'un milieu admette un diviseur (non nul), il faut et il suffit 
que l’on puisse distinguer une translation h, et délimiter un sous-module 
de translations de manière à satis faire aux conditions suivantes : 


1° h, ne fait point partie du sous-module, mais un multiple de h, lui 
appartient; — | ES | 
2° L’adjonction de h, au sous-module redonne le module. 


Soit p,A,= yn)», translation du diviseur considéré de om: Si un 


diviseur — de h, est translation de ow il existe un n, soit 7, et un 


eutier g tels que 
x hp 1! = a ou | a Li 


h,=n!. 
D’ Mie kg. Bye: , ane ee 49 | à 
D'une part — est nécessairement rationnel; d’autre part, (qn — 1)h, 

' Pp > = 


étant un n, ge — 1 est un multiple de y.,,, par suite u, et » sont cer- 
fainement premiers entre eux. Ainsi, avec les mêmes notations que 


Se “A : ; : 
ci-dessus, sz Fe est translalion de M, n et LU, sont premiers entre eux. En 


SUR LA MESURE DES ENSEMBLES LINÉAIRES. 345 


conséquence, i existe une infinité de diviseurs de h, qui ne sont point 
translations de sic Donc, ‘enfin : | 


Un milieu qui n'admet par de multiple n’admet pas non plus de diviseur. 


Cela résultait d'ailleurs dé ce fait : si un milieu admet un multiple, 
ce dernier admet lui aussi des multiples. 

On peut donc diviser les milieux en trois classes PRE res- 
_ pectivement : | 


1° Ceux qui admettent à la fois des multiples on infinis) et des 
diviseurs (non nuls); 

2° Ceux qui admettent des multiples ( (non infinis), mais qui n lad- 
mettent pas de diviseurs (non nuls); 
3° Ceux quin ‘admettent ni multiples vin infinis) ni diviseurs (non : 
nuls). 


Les Fe des deux dde classes, qui n’ont pas de diviseurs, 
seront dits premiers. Geux de la dernière seront dits clos, les autres 
non clos. 


8. Exemptes. — 1° Le milieu des nombres relatifs est clos: en effet, 
} i n’a pas de multiple, il n’a donc pas de diviseur, Ainsi : i n'existe 
pas de milieu homogène qui soit un diviseur non nul du continu. 
- 2° Le milieu des rationnels relatifs est clos. j | 

3° Soit @ un ensemble de nombres premiers à chacun desquels nous 
faisons correspondre un entier positif qui peut être infini. L'ensemble M 
des rationnels relatifs, dontles dénominateurs sont des produits de 
facteurs pris à @ avec des exposants au plus égaux aux maxima corres- 
pondants, forme un milieu homogène. Je suppose que @ ne contienne 
pas tous les nombres premiers; soit p l'un de ceux qui n’en font point 


I 
partie. La translation : appliquée p—t fois donnera un milieu 


| rt ree multiple de M; et le milieu a ainsi obtenu peut 
se défis comme M en partant de ® auquel on adjoindrait p avec 
lexposant. maximum 1. De même si g est un nombre de @ avec l’expo- 


sant o, la translation ; appliquée à M, aa un multiple qui se 


an 
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forme directement & partir de @ en augmentant de 1 l'exposant Œ > 
relatif à g. On peut ainsi construire à partir de M une suite de milieux 


tels que chacun d’eux soit multiple du précédent. Inversement, en 
diminuant successivement d’une unitéles exposants maxima de divers 
nombres premiers de @, on forme une suite de milieux, à partir de M, 
ie chacun est un diviseur du précédent, 

;° Reportons-nous au Chapitre I, n° 16, Soient trois Vanes NE 


at ar pour lesquels les limites correspondantes soient A’, A”, A”. La | 
limite qui correspond à @ — a+ a» est N — 0” + À". Done, si e(À) 
est un ensemble de valeurs de A et €(?) l’ensemble des ensembles EG) 
des nombres a qui correspondent à ces diverses valeurs de À, pour 
que €(¢) soit un milieu homogène il faut et il suffit que e(À) soit — 


lui-même un tel milieu. Soient o,(À) et &(À) deux milieux homo- 


gènes; (A) admet la translation A lorsque €(¢) admet une (et par 


suite toute) translation a,; done €(9,) est un multiple de €(9,) en 
même temps que #0) est un mule de 9,(A) et ces sega ie: sont 
les mêmes. art 


_ 


9. MILIEUX DIVISEURS D'UN MEME MILIEU. — Remarque préliminaire. = 
Soient deux milieux oi, et x, ayant un milieu commun D,; si Me 


et x,, respectivement ae à où, et à st ont un pointcommun a ils 


ont un milieu commun D, identique à D,. Il suffit, pour justifier cette 
observation, de donner al’ ensemble on, et oe, une translation ying ges Ë 


un point a, de D, en ay. 
Soit un milieu on admettant les diviseurs F et G, en sorte que 


= =F, Les Fy, Bras Giri. as G. 
4 ; } iad ~ 
Supposons Wabord que chaque F et chaque G; aient un milieu 
commun que nous désignerons par H;;, tous les H sont égaux d’après 


ce qui pecans un H est contenu y fois dans un F, 4 fois dans un G, 


wv fois dans on. À 
Supposons ensuite qu’un F et qu'un G, par dsl Fret Ge n’aient 


pas de point commun. S'ils admettent les mêmes ARE but ils sont 


identiques, la suite des G est la même que celle des F, écrits dans un 
autre ordre et 4 = v. pint il existe une transfation k, que Pun F, 
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rue et que l’autre G, n’admet pas; cette translation fournit un eycle, 


par exemple vy 
Go + Gi... + Gy 41= a 


qui n’a pas de point commun avec F, et ait est une somme de milieux 
identiques à G{° 


GOD Gp, + GGL, (v= nv!) 


Reprenons notre raisonnement : si F, et G, sont identiques, G était 
un diviseur de F, F = y,G et y = v, LL. Dia ou F, admet une trans- 
lation que G‘" n’admet pas et nous seront conduits à substituer au 
cycle Gi’ + Ge +e. Gr un autre cycle G+ G+ ...+ Gi, 
y” étant un ao de v!, ou il existe une translation A, i Gy” qui 


engendre un cycle tel que F,+F, rte EA, Speer sans ‘point 
commun avec Get l’on a 


* 


M = FU + FY +. + FY (pes pgp) 


Or, supposons que l’on ait poursuivi la première suite d’opérations, 
nécessairement limitée, tant que F, admet des translations qui ne 
laissent pas invarants les multiples de G successivement considérés, 
puis la seconde suite d'opérations tant que le multiple de G auquel on 
s’est arrêté et que je désigne par G,’ possède des translations qui 
franstorment Fy 5cF oy... soit Fi Te dernier multiple de F que lon 
obtient ainsi. Toute translation de F est une translation de G.”, car 
elle est la résultante de translations de Fo, qui appartiennent à Go, et 
de translations empruntées à G,?; de même toute translation de G,’ est. 
une translation de FŸ. Donc Fy’ et G\” sont identiques. Posons | 


Fy = mF, Gy D nG; OLS KBD == GE 
Ona . RS ba 
km—p, KR =v. 
Chaque Fa doinéide + avec a. Admettons, pour fixer les idées, que 
coincident FY et G, FY et: yee FY) et G2, F et GY. Chacun 


des m ensembles F dont F2 se compose a une partie commune avec 
. chacun des n ensembles qui forment G,’ et ces mn parties sont égales; 
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mais elles sont aussi égales à celles que fournissent les decompositions 

’ J (J) () ep) (à) 3 i 
résultantes de FY’ et G,”, ..., F7, et Gi.,, Fe, et G,. Done il existe 
un milieu H contenu n fois dans F et m fois dans G. Ainsi on a cette 
propriété : 


Tuéorème. — St un milieu ow contient les diviseurs F et G respectt- 
vement u. fois et v fois, ces derniers admettent un diviseur commun H qui 
est contenu n fois dans F, m fois en G, m et n étant les quotients de |: et 


2 , 1 V 
de y par un méme diviseur k. Le milieu oi est égal à kmnH ou PH : 


Enfin H peut notamment étre identique a F ou à G. 


10. PLus PETIT- COMMUN MULTIPLE ET PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE 
DEUX MILIEUX. — St deux milieux F et G ont un multiple commun M 
(non infini) ils admettent, d’après le théorème précédent, un diviseur 
commun H (non nal). La réciproque est vraie. En effet, F et G se 
déduisent respectivement de H au moyen de deux suites de translations 
hy, he, «++, ys ky, ho, ..., k,, effectuées dans cet ordre et auquelles 
correspondent, suivant notre notation habituelle, les entiers p,, 
Has sous [rd Vas Vos ee, Vee L’application de 2, a G ou bien laisse Ginva- 
riant ou engendre un cycle constituant un milieu au plus égal à pu, 
fois G, soit G); de même, la translation A, appliquée à G" ou {bien 
redonne Gf? ou fournit un cycle composé au plus de pu, fois G), 
car uA, est une résultante des translations de H et de A, et ainsi de 
suite; on parvient ainsi à un milieu qui est multiple de G et aussi de F 
puisqu'il en admet toutes les périodes. 


11. Cela posé cherchons tous les multiples de deux milieux F et G 
ayant un multiple commun ov non infini, c’est-à-dire un diviseur 
commun H non nul. Il se peut que l’un des milieux F, G divise l’autre. 
Les multiples de ce dernier sont alors les multiples communs. Sinon, 
soit & une translation de G, donc de ou, que F n’admet pas; on en 
conclut pour F un cycle formant un milieu F; les multiples communs 
à Fet à G sont les mêmes que ceux communs à F” et à G; si FY admet 
toutes les périodes de G il est un multiple de G; dans le cas contraire, 
on déduira de F un nouveau multiple de F® et les multiples com- 
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muns à F et à G sont les mêmes que ceux communs à F® et à G. Mais 
cette suite d'opérations a certainement une fin puisque l’on obtient 
des milieux tous diviseurs de on, chacun étant multiple du précédent ; 
elle s’arrétera au plus tard à on lui-même. Donc : 


Théorème. — Si deux milieux admettent un multiple commun non 
infini, il existe un milieu dont les multiples sont les mémes que les muul- 
tiples communs aux deux milieux proposés. 


Nous Matos le plus petit commun. multiple de ces deux 
milieux. 


12. Supposons que deux milieux F et Gaient un diviseur commun Il 
non nul. S'ils en ont un autre K tel que H et K ne soient pas divisibles 
l’un par l’autre, ils sont divisibles par le plus petit commun mul- 
- tiple M, de H et de K, lequel contient chacun de ces derniers un 
certain nombre de fois. S’il existe encore un diviseur commun L 
tel que, de M, et de L, l’un ne soit pas divisible par l’autre, le plus 
petit commun multiple M, de M, et de L divise F et G et il contient 
plusieurs fois M, et L; ces opérations ont donc une fin; on arrive aun ~ 
milieu D qui divise F et G et qui est tel que tout diviseur commun à F 
et à G le divise ; chacun de ses diviseurs divise d’ailleurs F et G. Ainsi: 


_ Tuéorème. — St deux milieux admettent un diviseur commun non nul, 
wl existe un milieu dont les diviseurs sont les mémes que les diviseurs 
communs aux deux milieux proposés. 


Nous Vappellerons le ne grand commun diviseur de ces deux 
milieux. 


48. Les expressions « plus petit commun multiple », « plus grand 
commun diviseur » seront Bespeg Marmont remplacées par «p. p.c. m.» 
“et «p.g.c.d.». 


“Fm existence pour ate milieux d’un multiple commun non infint ou 
- d’un diviseur commun non nul. entraine none du p. p. c. m. et 


nor 
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14. P.p.c. D ETP. P. G M. DE PLUSIEURS MILIEUX. — Soient plusieurs 


milieux F,, Fy, F,, ..., F,. S'ils ont un diviseur commun H, deux quel- | 


conques d’entre eux F, et F, ontun p. p. C. M. M; et un p. g. ©. d. Dy; 


la conclusion serait la même si l’on supposatt un multiple at aux 
_mikseux proposés. Les diviseurs communs et les multiples communs 
à ceux-ci sont respectivement les mêmes que ceux communs à D,, 
Ps LS Fe CP EM ARE eee poursuivant le raisonnement on 


arrive donc à la proposition suivante : 


 Tuéonème. — Si plusieurs milieux: ont un diviseur commun non nul ou 


un multiple commun non infini, il existe deux milieux que nous appel- 
lerons l'un le p. p. c. d. et l’autre le p. p.c.m. de ces milieux et qui 


Joussent de ces propriétés : les diviseurs du premier et les multiples du ‘ 


second sont respectivement les mémes que les diviseurs communs et les 
multiples communs aux milieux proposés. 


~ 


On seve obentrla’p. p.p. c. d. où le p. p. c. m. de plusieurs milieux 
comme on forme ceux de plusieurs nombres entiers, en remplaçant 
deux milieux par le: tp. p. C. d. ou leur p. p. c. m. et en poursuivant | 
de la même facon jusqu’à ce que l’on ait un milieu unique. 


15. TRANSLATIONS MULTIPLICATRICES D'UN MILIEU. — Reportons- nous au 


n°6; il y a lieu d'étudier de plus près les translations pe font passer 
-d’un milieu M à l’un de ses multiples nv. 

Observons d’abord que dans les égalités (x :) on eet supposer les a 

non négatifs et inférieurs aux x correspondants : oS Sa y. Envisa- 


geons la sime égalité, on peut successivement réduire a” LORS ae 


s—1? 


aux limites indiquées. Alors il ne saurait y avoir deux tableaux difé- 
rents pour ces À et avec cet ordre, car de | 


hs = Tis t+ POY rie .+aÿh;+ ayy, Rywi rs 2 nee À Fr 
Haies n+ bY Sete eb OMA + a’), hi tae 1 aay a 


on déduirait 
[aj — BP Jayant c++ ch, 


an a 
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r 


avec 

, o<|aÿ — bP l<p;, 

ce qui est impossible. | 

Nous dirons que les translations k,, A., ..., /,, prises dans cet 

ordre, affectées des coefficients Bis Hs :.., Uy, constituent un multz- 
plicateur de translations ordonnées et nous le noterons 


LA (pa), he (42). Hoye sn (ep) 13 


il est défini par aie système des égalités (1), Relativement à M, deux 
mulhplhcateurs de translations ordonnégs sont équivalents s'ils pro- 
_ duisent le même milieu. 

En permutant les translations ordonnées, on est certain de 
retrouver on, car l’ensemble final des translations résultantes sera 
toujours ae 
; : A+ mi hy + Milo ke + Mphyp. 

Mais, ainsi que nous Vavons vu dans le cas de deux translations 
seulement, les coefficients des translations ne restent pas nécessai- 
rement inyariables; il peut arriver que certaines périodes deviennent 
inutiles. Ce dernier fait se présente lorsque l’une d’entre elles s’ex- 
prime au moyen de celles qui sont déjà introduites et d’une période 
de M. 

La manière dont mx a été obtenu nous indique le mode de formation 
de tout multiplicateur équivalent : il suffit de choisir une trans- 
lation ! | 

| Pa nf 6 fit DE hy Het D hy 


- 


qui ne se réduise pas à un n; soit v,#, le premier multiple de &, qui 
est | un ns on prend une deuxième translation 


kev he) + b? Yb OY eae mek bP hp; 


qui ne soit pas de la forme à GE, et l’on opère sur elle comme 
sur k,, et ainsi de suite. 

Disons qu’on a, abstraction Sa) de l’ordre, un multiplicateur de 
translations fondamentales bys fer rh lorsque toute translation dem 
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‘est de la forme 


N+ Ul; + Ugh +... + Urlr (les u entiers) 


et qu'aucun / ne s’exprime au moyen des autres et d’un », c'est-à-dire 
qu’il n’existe aucune relation de la forme 


L=n+ah+...+eika+tciahat.. + epl, (les c entiers). 


Relativement à M, deux multiplicateurs de translations fondamentales 
sont équivalents s'ils produisent le même milieu. 

Partons d’un multiplicateur de translations ordonnées. Amenons ~ 
successivement au dernier rang chacune des translations, les autres 
ayant des rangs quelconques; si, venue à ce rang, aucune ne disparaît, 
elles forment un système de translations fondamentales ; sinon, suppri- 
mons de l’ensemble la première translation qui disparait ainsi; recom- 
mençons l'opération avec les translations restantes. On forme donc de 
cette facon un ensemble de translations fondamentales (et, selon 
l’ordre d’envoi au dernier rang, on pourrait parfois en obtenir plu- 
sieurs ). 

Inversement, si nous avons un ensemble de translations fondamen- 
tales, nous pourrons les ordonner de manière qu’il leur corresponde 
des coefficients non égaux à r. 


16. SYSTÈME CANONIQUE DE TRANSLATIONS ORDONNÉES. — Nous supposons 
dans ce qui suit & décomposé en produit de facteurs premiers. 


PREMIER CAS : fx est un produit de facteurs premiers égaux. — On peut 
remplacer le multiplicateur de translations ordonnées défini par 
le.système (1) du n° 6 par un multiplicateur équivalent tel que les 
indices maxima des translations qui figurent effectivement dans les 
membres de droite des égalités aillent en croissant avec le numéro 
d'ordre de ces relations. 

Et d’abord on peut supposer que ces indices maxima n’aillent jamais 
en décroissant, car si par exemple, » étant inférieur à s, l'indice final 
de la °°° relation était supérieur à celui de la s°", on substituerait 
à h, la période h, + A,. 
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- Parcourant alors les relations à partir de la dernière admettons que 
plusieurs consécutives donnent lieu au même indice final 


NE Stee A AS HO D a (é<y).- 


Posons © 
| Be A SOU TE 
(2) SMa ae Ed RTE D ARTE ; 
++ / a his — al hy=e hey: 
-On en déduit ‘ 
| Gee” Tite + OP hi 
(2 ee RO ae aT eR als eye (<2). 


AUX. périodes “LATE CET Fa on peut substituer ;,...,k,,,h,:il suffit 
de montrer que A; par exemple s'exprime en fonction de h, et des 
périodes conservées. Oro<a? <p, il existe un entier x tol « que. 


CNET TES 
et si a+ 
Ra nur: (oSr LH), 
ona “ | 

hj= nn;+ n aPhy+...4+n af h;+ zh, 
+ nn + n'a h+...+ n'a hi+r hy. 


_ Laissant de côté la /°"* relation, nous inspectons les relations précé- 
dentes et après avoir pris de nouveau, s’il y a lieu, la précaution 
d’ empêcher une décroissance des indices maxima, nous diminuons 
_comme ci-dessus dans le premier groupe rencontré où ils sont égaux 
cet indice maximum, sauf dans la dernière relation du groupe. On 
réalise donc finalement la condition annoncée. 

Voici une remarque : si l’on à 


pista hy +. al hi (o<al <a 


et si fon remplace hy par ch, c "étant un entier premier. avec = (ce 
Ann, Ee. Norm, (3), XXXV. — Décempre 1918. | 45 
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qui donne le mème cycle), l'égalité relative à c4, offre le mème indice 
maximum. 
Raisonnons à présent sur un exemple. Soit 


Pays Ni» 
Bale = Ne, 
Py hs Ns 


mayen ayy hy, 
Pahs=nst a hy + ap hat a? hs, 
| py ig Ne a hy eee Foes oes + as h,. 


Partons de la dernière égalité et prenons 
hs =h;. 


k! s'exprime done en fonction d’un y et des A d'indice au plus égal 
à 4. Inversement À, s'exprime en fonction d’un ÿ, de A, et des A d’in- 
dices inférieurs à 43 il suffit, pour le voir, d’user comme plus haut dé 
l’indiée + tel que ea’ soit éongru à i suivant le module uw. Puis uA; 
se développe comme uh, jusqu’à l’ de même indice, c’est-à-dire 
ici 1. Posons 
il}; 


h, eth, s'expriment en fonction l’un de l’autre et d’un n. On a en effet 
pr h', = ni. 


Substituant aux périodes h, h,, h,, les périodes À, A’, A, nous 
transformons lé système (4) en un système analogue relatif à 2), 2, 
h,, h’,, h;, h’,, mais où les relations (4) et (6) sont simplifiées. Effacant 
les accents nous avons 


Pihy= Ms 

Pl tay 

(5) Pa =; 
bah = Ay; 


Lil = fis + ah, +... + ao; 
fa y = Ay. 
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Envisageant alors la dernière égalité non transformée, nous opérons 
avec elle comme précédemment avec la dernière de toutes. Ici l' opé- 
ration s'arrête. D'une manière générale les transformations se pour- 
suivent jusqu’? à ce que les membres de droite se réduisent à un 7 ou à 
Au; Ona ici >. 


(6) bail = nu, Lila; Ml Ns, mhz hu, ils hs, Palo hy. 


Plus généralement et disposant convenablement les indices on obtient 
un systeme de translations ordonnées Gana par des égalites de cette 
nature : 


BY Meng pea, 
(9) Hal = hi, Ha Ai = Ness 
ras : pele? hy Up = feb 
(7) DATE SE EST ra a te De 
eo | 
À | (10) | hae tes 


2 Aes Av) : 


Les translations A1, h®, ..., A) sont dites du 1°", 2°, ..., f°” ordre. 
Elles sont simples |relations (8)] ou assemblées en groupements cano- 
niques binaires ou de type 2 [relations (9)].. de type f [relations (10)}. 
Sous réserve de conserver l’ordre des périodes dans un même groupe- 
ment, on peut intervertir ces groupements eux-mêmes. C’est unique- 
ment pour la commodité que nous les avons classés ci-dessus dans 
un ordre de types non décroissants. Lorsqu'un multiplicateur se 
compose de translations constituant soit des translations simples, soit 
des groupements cânoniques, nous dirons qu'il forme un système 
canonique de translations ordonnées. 

On aurait un système de translations fondamentales en conservant 
les translations simples et, dans chaque groupement, la translation 
d'ordre le plus élevé. 

Pour qu'un ensemble de translations satisfaisant à des égalités de 
forme He constituent effectivement un système canonique de 
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translations ordonnées, il faut et il suffit que les translations du premier 
ordre soient indépendantes. On reconnaitra que la condition est satis- 
faite en constatant qu’il n’y a entre elles aucune relation de la forme 


(8) RE. LRO EN, 


les c étant des entiers non négatifs, non tous nuls, et inférieures à u,. 
Rangeant les À dans un ordre arbitraire, ce qui donne #,, #,, ..., #,, on 
pourra s'assurer successivement qu'il n’y a pas de relation de la forme 


kp; Ch+ k=; Ci ky Coke + Kean vay 
Ci ky, + oie 6 + Cs_4 Ke + k= ah 


les c étant non négatifs et inférieurs à p,. 

17. FORMATION DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES CANONIQUES. — Soit S, le sys- 
tème (7) du numéro précédent; une translation quelconque est de la 
forme 

k=1'+2ch (0e py): : 

Si l’ordre maximum des translations À de cette expression est /, 
celui de p.,4 sera j — 1 et ainsi de suite; w/kest le premier produit de 
cette forme qui se réduit à un n; done si & fait partie d’un système 
canonique S, équivalent à S, il y est d’ordre 7 et, abstraction faite de 
cette circonstance, nous dirons que la translation # est de cet ordre. 

Les ordres maxima des translations h de S, et & de S, sont égaux; 
les # et les & d’un même ordre se développent les unes au moyen des 
autres à l’aide des translations des ordres inférieurs et des y; il ya 
donc autant des unes que des autres. Soient, pour simplifier, k,, As, ..., 
h;; kj, kz, ..-, &; les translations d'ordre maximum. On a, les termes 
suivant les z*™* étant d’ordre inférieur, 


(ici hy t...4+¢;A;4+..., 
(Ete: pe see «Sew. St ME tals UT RER ET fcr À 


\ kick hy tint ChE. cs. 


Il faut et il suffit, pour que les k soient les translations indiquées, que le 
déterminant d des ¢ ne soit pas un multiple de u,. En effet ; 
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1° Sid est un multiple de w,, soit d, un déterminant des c, nen 
multiple de y, et tel que tout de de degré supérieur soit 
multiple. On peut supposer d, formé avec les 7 premières lignes et les 
. J premières colonnes; prenant les 7 premières relations et par exemple 
la (7j +1), on en déduirait entre les #,, .….,#;,, et les À (donc les &) 
ordre inférieur une relation dans laquelle le coefficient de kj, serait 
Premier avec u.,, ce qui est impossible. 
2° Si d n'est pas multiple de p, on tire des relations pour dA,, ..., 
dh;, donc aussi pour À,, ..., h; des expressions linéaires de #,, ..., #; 
et des 2, done des &, des ordres inférieurs. — 


Alors #,, ..., &; sont les translations d’ordre le plus élevé des grou- 
pements du plus haut type de S, et fournissent ces groupements. On 
passera ensuite aux groupements du type voisin que l’on déterminera 
d'une façon analogue; enfin on fera choix des translations simples. 

Ainsi on sait construire un système canonique quelconque équivalent 
à un système canonique donné. 

De plus, pour que deux systèmes canoniques soient équivalents il faut 
et il suffit que les translations de l’un étant des translations du milieu 
| produit par l'autre, il y ait dans les systèmes autant de ereupernents d'un 

méme pe. - 


18. DEUXIÈME cas GÉNÉRAL : pest un produit de facteurs premiers qui ne 

sont pas tous égaux. — On peut supposer que, dans le système de trans- 

lations ordonnées [relations (1), n° 6], les ru oies s égaux 
sont consécutifs. Soient ER 


i eee lig PR PET A Pest = ++ fr spate 
A l’aide des s — 1 premieres égalités on a pu remplacer ce système 
partiel par un système canonique équivalent; admettons que cette 
opération préliminaire ait été exécutée : les membres de droite de ces 
és réduisent à un y ou à un À comme il est expliqué au n° 16. 
Nous allons substituer à la translation h, une autre de la forme 


ft = hs FC ice. MPs i SOL reer 
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de sorte que uA! se réduise à un n. Ona | DRE 


(1) pol =e ne (alt pres) re Ca + pes »)hs2+ (ae pee D ho ie a5 ae 


Choisissons ae de maniere que le Ada de a soit multiple | Fi 
de u,; A,-, disparait du membre de droite et les termes précédents 
peuvent être modifiés; prenons alors e,, de façon que le nouveau 
coefficient de 4,_, soit multiple de p,, et ainsi de suite. Notre éme D bee 


é prend la forme | | Le 
ae Has: : ar ET A 


RS JS hia été substitué | à À, dans toutes les égalités suivantes. Effagons Jess NP. 
a accents, Posant alors. ..*. | ca RSS 


Bes pe PE de TE PT NA Ci ec oe | ey SSD 
nous pouvons déterminer les nouvelles constantes c de telle sorte que 
ae l'expression de u,h',, ne contienne ni A,, ni A,,..., ni A_,; et ainsi i 
de suite. Alors les égalités de la sième à la (¢ — ye inclusivement, = 
Dos toutes relatives à ap ne font intervenir, outre les n, que les À (les noue 
à veaux) depuis A, jusqu'a hs on peut les remplacer par un système = 
es _ canonique. On suivra la même marche jusqu’à ce qu’on ait substitué PUS 
5 | au multiplicateur donné un multiplicateur composé d’une suite de 
systèmes canoniques relatifs aux divers facteurs premiers, Bref on a cae 
un ensemble de groupements, pouyant se réduire À des translations bea A 
5 , . simples, et de la forme : 


/ 


(2) Bate ae RON eae pl Aa AUD) SS ea ae 
_ Nous conservons les définitions du n° 16. Les observations faites 
alors subsistent; mais pour s'assurer qu'un système formellement 2 
canonique l’est effectivement il suffit de constater que les translations 
du premier ordre, relatives à chaque nombre premier, sont indépen- mek: 
dantes; car une relation telle que (8) du n° 16, qui intéresserait des — pave 
translations relatives à plusieurs nombres premiers, se transformerait hat sy 23 
en une autre faisant intervenir un nombre premier de moins si OR Lares SE 
Bea par lui. niet) fei banat haa 


4 > 
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L'exposé du n° 17 subsiste avec cette précision : dans la relation du 
début 


Mae ch (OS CEE: 


les A sont supposés relatifs à un même nombre premier uy, et nous 
dirons que # appartient a u.; et qu'il est d’ ordre 7 (ordre maximum 
des A). Et nous compléterons ainsi la conclusion : Pour que deux 
systèmes canoniques soient équivalents, il faut. et il suffit que les 
translations de lun étant des translations du milieu produit par 
l'attre, il y ait dans les deux systèmes autant de groupements d’un 
même ai pour chaque facteur premier de U. c 


A9. MULTIPLES ET DIVISEURS D'UN MILIEU. — Quand un milieu M est 
défini par le système = de ses translations 7 et qu'on sait reconnaitre 
si une translation appartient ou non à E, il est aisé de construire 
un multiple div à l’aide d’un système S;, canonique ou non, de trans- 
lations ordonnées. Tout autre est le problème inverse : du module 
donné 3, des translations € de on, il faut savoir séparer un sous- 
module À qui, multiplié ar, 5e ee Bis 


20. Supposons S, connu et mis sous une forme canonique; il est 
déterminé par des relations telles que les relations (2) du n° 18. 


Définitions. — Étant donné un ensemble quelconque de nombres 
relatifs, on peut les imaginer distribués en ensembles partiels tels que 
le rapport de deux nombres quelconques d’un même groupement soit 
rationnel et qu'il soit irrationnel dans le cas contraire. Nous dirons 
que des nombres d’un méme groupement sont de même espèce: 

Supposons les yn; de même espèce réunis dans un même groupement 
et Mis Mas +++» Np formant un de ces groupements. On a 


les entiers a étant premiers entre eux des i ensemble. Sent d, étant 
lep.g.c.d.dea,eta, 


un 

! Ul ss =a 

RESTE PA Nas y =E (6, a, — b,4,) =1, + = a SN 
- SN è 
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d’ou x 
a (bin: bin) = No. 


Il faut que n, soit une translation de M, et l’on a 


! + 
nN N3 
2 Ti 


de a3 
Poursuivant le raisonnement, nous constatons que »/ doit être une 
translation de M. Siu, A‘ = a,x/, a, est premier avec v.,. On en con- 
clut facilement que, dans le système canonique, on peut substituer 
à hi’, ho, ... les quantités 4", #7, ... telles que 


PRE 
ACER 6 (2 1 
B14kŸ= n', LaAT=AN, A 


Bref, pour éviter d’inutiles changements de notation, on peut sup- 


poserique 
PS 1 ps 


et, relativement à ce groupement, on a 


Lt, 2) 2 ai) — 1). 

La AD = 1, RES DUR ES py Ed Aes 

= 2) == 1 a) — Xa—1) . 

(1) Pa Abe ni; 2 RP = “us Pe Aiea — fix a 
SARA ; Revenues rey RER AT ne sy 

(i (2) — J(1) (Xp) — Xy—1) 

RP =, bp ARR, LA LA = RO. 


Une translation de on, de même espèce que n,, est une résultante 
des translations À précédentes et d’une autre de la forme + à étant 
premier avec HU... 

Envisageons ue et soit d’abord le cas où le multiplicateur S, se 


réduit au-groupement ci-dessus. Une translation du type 
Ste 20; at, 
E 


. r'i : ‘ s 
où les a ne sont pas tous des entiers, ne peut faire partie de M, car, 
t 
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re Rare le TAN à k : 7 . 3 me 
Si par exemple PT est égal à une fraction irréductible du dénomi- 
1 ce tél = 


AN 7. læj° | . . 5 7 4 1); , 
_nateur u%, en ferait également partie-40p#... ur, donc we ce qui 
: C 1 


: ; : , | 
n’a pas lieu. Or toute translation de om est la résultante d’une trans- 
lation de M et d'une de la forme D - Done, en retranchant de ¢ 


une telle expression, on doit trouver fhe translation de M. Puisque 
l’on nr une expression de même forme, il faut qu’elle se réduise 
SR Toutes les VAS labors du type = rer compris) sont nécessaire- 
ne de M. | 


Si le multiplicateur contient d’autres groupements que celui détini 
Pe (2) Ta proreetdt subsiste ; car, si l’on pose | 


k p cord 
! lili TiN p+ 1 
(2) BaD si eye 
= Kine ; f 
peas . | à 
NUS 
(3) % (= +, 
Vr; 


Lies By n'étant pas tous des entiers, la translation ¢ ne saurait faire 


L 


| partie de M, comme prscecenment; le raisonnement s'achève de la 


même manière. 


_ Toute translation de même espèce qu'une translation de S, est ie la. 
forme ‘fas 


PE ; à +c È à ‘ay ‘ 


3, | EAN (oe re =. MURS + 6", 


Ap+1 


st, + étant irréduetibles, Semin AVEC [hy Leases Ups 
pl 


dyavec: Br oq. Otc. Pour qu’elle fasse partie de M, il faut et il suffit 
que {’soit une résultante de n,, +, Mgrs ore 
Si toutes ses translations sont de méme espece que. celles du mulli- 


les fractions - 


| plicateur, : nous dirons que M est de classe zéro; alors M est complète- 
ment déterminé et il est aisé de vérifier qu'il est effectiv ement multi- 
plié par ke (up...) à laide des, et reproduit ainsi dt. 


ur Ee: Non. om (3); a — Pape 1918. ; : 46 
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21. Sinon, soient ov l’ensemble ainsi délimité dans ow et M la 
partie attribuée à M. 

Considérons une translation de ar, 9, qui n’est pas de même espèce 
que l’une de celles de $, ; il faut qu’il existe un @ tel de 0 — ¢’ appar- 
tienne à M; et mème il doit exister des entiers c;(oS¢;< y;") tels 
que si 


q 
Ci SN Cilip+1 " 
{ ÿ'= 0 —— +... Giese ’ 
(4) “ye per +» pe 
p+ 1 


0’ soit de M. 

Pour une méme valeur de 0, deux 9’ correspondant à des systèmes 
différents des c; ne sauraient être de M, car leur différence en serait. 

Ainsi, parmi les u valeurs de 6’ obtenues en faisant varier les c, une 
et une seule doit être de M : supposons que ce soit 0. 

S'il existe des translations de même espèce que 9, elles sont des 


Bets 

résultantes de 9 et de translations de la forme =; 6 étant un nombre 

premier ou une puissance d’un tel ‘nombre. Une translation telle 
CNE ARUIRE SE NP En ee ; 

que = +2’ doit appartenir (') à M, mais il ne faut pas que, pour cet ¢ 

entiers, c0 + c € ~ ") soit un 2’, les oa n’étant pas tous entiers. 


Cette condition se ramène à la suivante : 62” est une résultante. 
des 14, Np+1.++++ De la une distinction : si à est premier avec u, 


FRE Ne : ; ; 
at est qui est nécessairement de M;.si à est par exemple uf’, nous pla- 


i 5 À - 
(1) On a, = étant une fraction, À un entier, p1, pa, ,.. des nombres premiers, Pi, 82, .. 
leurs exposants positifs, | 
; . Up A 6 
En multipliant l'expression par pes, ++, On constate qu'une certaine expression de la 


. m | i , 
forme pe » dans laquelle m, n’est pas multiple de py, est une translation. 
1 
: eh . MX Fi < 6 À 
Soit mx — pbs y = +1; DE 8, c'est-à-dire y 0 + ph? est une translation, done 
1 


aussi e 
: pe : 
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n rh: = vor (] " is . 
cerons arbitrairement dans M l’une des quantités + + ae a” étant le 
- >t 


plus petit des entiers «, et a’, et c, ayant l’une des valeurs o, 1, 
Dar Te Spee ETC te: ‘3 

Pour opérer avec ordre, on peut considérer d’abord les x; pour 
lesquels lexposant dans 6 reste fini et l’on fixe, pour l’exposant 
“maximum, la translation de M. S'il n’y en a pas d’autres, les choix 
Sont en nombre limité. Sinon, on prend ensuite les uw; pour lesquels - 
_ les exposants correspondants dans les à croissent indéfiniment; pour 
chacun d’eux, on adopte une suite d’exposants croissants et l’on passe 
de chacun au suivant comme il est expliqué ci-dessus. Marquons de 
l'indice 1 la translation 0 qui vient d’être envisagée. Nous venons de 
. déterminer un sous-module de ov formé des translations résultantes 
de celles qui sont de même espèce que 9, et de celles de ov et d’en 
attribuer une partie à M. Il se peut que certaines périodes de av non 
encore introduites soient de même espèce que certaines des précé- 
dentes. Elles sont de la forme 


5 7 rs ‘ a) 4 me oe a a 
= mt = pepe 


at Ce 
(les u, v, n entiers, A, p,, .... ,, ... comme dans la note précédente). 
Toutes celles qui sont de mème espèce qu'une période particu- 
liére 2,0,+ n't’, on les traitera comme on vient de traiter celles de 
même espèce que 0. Plusieurs translations n,9,+ n't’, voire même 
une infinité, sont peut-être à considérer. Imaginons qu’elles soient 
‘toutes ordonnées en une suite énumérable, que l’on opère successive- 
ment (quand il y a lieu) sur chacune d’elles comme il vient d’être 
- indiqué. Sans doute, on serait ainsi généralement conduit à une infi- 
nité dénombrable d'opérations qui en exigent chacune une infinité; 
mais ce qu'il importe seulement de-noter, c’est que dans le milieu 
homogène ow) ainsi délimité à l'intérieur de on, on sépare un 
module M par des choix faits arbitrairement dans un ordre bien 
. défini et tel que, si on lui adjoint les translations du multiplicateur, 
d’après son mode même de formation, on le multiplie par w et lon 
POP set eter Spr Qu a Se. | 


Ce Part 
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Or d’autres translations subsistent peut-être dans on et si 0, est 
l’une d'elles, on envisage successivement celles qui sont de mème 
espèce que 0,, puis celles qui, non introduites, sont de même espèce 
qu'une résultante de 9, et d’une translation de ov, c’est-à-dire celles- 
qui sont de la forme 


(6) | PR STE oes 


d’où les nouveaux modules at? et M®. Et ainsi de suite, s'il ya 
lieu. Si l'on épuise ainsi or, c’est que div est énumérable ; la-condition 
est d’ailleurs suffisante (la suite des 9,, 9, .:. étant d'ordinaire illi- 
mitée). Si Mt est énumérable, et non de classe zéro, nous dirons qu'il est 
de classe 1. 


22. Si ar n’est pas dénombrable, nous ne traiterons qu’un cas par- 
ticulier, celui où l’on peut former un ensemble ¢, somme de deux 
autres, l’un €, qui est dénombrable et comprend les translations de a1. 
de même espèce que celles du multiplicateur, l’autre €, qui est formé 
de systèmes de translations de même espèce, en sorte que : 1° aucune 
translation de €, n’est la résultante de translations d’espèces diffé- 
rentes de €; 2° toute translation de on est une résultante de transla- 
tions de ¢, et réciproquement. Nous dirons que on est réductible. Trai- 
tant ¢, comme précédemment, puis chaque système de €, comme 0. 
tout à l’heure, nous arrivons au même résultat que ci-dessus, sauf que 
le nombre des M n’est pas énumérable. En résumé : 


St Av'est énumerable et de classe zéro, M existe et est unique. | 

SE est énumérable et de classe un, il existe un nombre limité ou une 
tnfinité énumérable de M. | | 

St div n'est pas énumerable et s’il est réducuble, il existe une infinité 
non dénombrable de M. 


23. Exempie. — Je prendrai simplement une seule translation mul- 
I 


tiplicatrice > 


I. Soit pour on l’ensemble des rationnels, le facteur 3 ne pouvant 


- 
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figurer au dénominateur qu'avec l'exposant 1. En supprimant desi 
ces dernières fractions, on obtiént l’unique M. 


I: Au ot précédent adjoignons les translations résultantes avec = 
et 2. Désignons par &, et €, des nombres o, 1 et 2 choisis arbitraire- 
ment, et Sap ans les translations du premier M par leurs résultantes 


avec (n+ 3) et (v2 ae #)- Nous avons neuf nouveaux M. 


sr II. Posons 


© 


= = gt 
F(2)=Y 10¢(4) Ce ‘= 3 ah TT 


* 1 


les « sont des entiers inférieurs à 10, positifs ou nuls, mais une infi- 
_nité ne sont pas nuls; les fonctions 9(7), Y(p) sont positives, crois- 
santes et infinies avec l'argument. On peut choisir ces fonctions de 
~ telle sorte que, si l’on considère s valeurs distinctes quelconques de z, 
les valeurs correspondantes de F(s ), qui sont distinctes, ne sont pas 
liées par une relation linéaire à peel icieniy entiers. Dans ce but, il 


suffit (' ) de prendre ARS se = O(n} = Ir 


: (1) Voici un procédé de calcul : soient 
C7] + p . C2 


’ +1 F À ze wk \ a 7 RUES a; 
EX ENS Fi) ee ne) =D ion a=), ou” | a=) topo 


n+l z j p+1 


On n décompose F(z) en deux parties, dont l’une est F,(2;); en sorte que 


id D NE OS FC) (Ce) — Fi(a)] + Fas } 


1 


“et. Yon multiplie les deux: membres de cette égalité par une puissance de 10 qui 
rend F;(31) entier. Mais on choisit la relation entre p et x (j'ai pris p=n) et les fonc- 
: tions U(p), (x), de manière que les deux derniers fie de la somme restent aussi 
: " petits que l'on veut. Alors, SEE 


HET PUR nu E(s su) mPa!) +. + m F (2) + My = 0; 
us aussi STE 5 A PEUR eS F 
@) > my Pai") “my Fi(2\2)) +.. ms Fy eae Msiq = 0: 


Ons si dans a on Laie un terme de oS (et par suite aussi dans 1), en relran- 
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L'ensemble des nombres F(z) a la puissance du pout done 


aussi le milieu om des translations qui en résultent avec ++ Or, si à 


. € ’ 4 Ld 
chacun des nombres F(s) nous ajoutons 3, € étant a ay pour 


chacun d’eux o, 1 ou 2, le milieu M des translations que ces nouveaux 
nombres définissent est l’un quelconque oS milieux diviseurs 
- cherchés. 


24. DÉTERMINATION DES P. G. C. D. ET DU P.P. C. M. DE DEUX MILIEUX DONT 
ON CONNAÎT UN DIVISEUR COMMUN. — Remarque préliminaire. — Etant 
donné un système de translations ordonnées [relations (1), n°6] nous 
pouvons supposer, comme au n° 18, que les ; sont des nombres pre- 
miers, les nombres premiers égaux étant consécutifs : 


1 


Bi Po. --— fs: Ps sti S++ + Mrs 


Sans qu’il soit nécessaire de remplacer le système partiel des s — 1 
premières égalités par un système canonique équivalent, le procédé 
du n°18 s’applique de sorte que nous sommes en droit d'admettre que 


chant de la nouvelle égalité l'égalité précédente, on obtient 
(3) DS mle ay + an Fi (Gi) = 0, 


relation dans laquelle À désigne et £, une quantité intermédiaire entre z; et z1+; 


On en conclut que si, dans les =, at}, a2), ..., als) est un système d’x de mêmes rangs qui 
se reproduit une infinité de fois, on a ; 


(4) miat/F'(24) +... mals) F'(35)) = 0. 

| Pour une infinité de valeurs de n, la relation (3) s’écrit donc 

(5) EmaF'(s) + Sma[Fi(z) — F(3)] + Sma[F,(C) — Fi(s)] + Sm(ahyti = 0. 
. Le premier terme est nul, les deux suivants sont d’un ordre infinitésimal au moins égal 


: I ; | , te 
à celui de Town On en conclut aisément que, dans le dernier terme, les coefficients 


des (s1+-/)"+1, c'est-à-dire les m, sont nuls. 


< 
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la relation relative à 4,4; ne contient pas de translations À qui appar- 
tiennent à des nombres premiers différents de h,. 


25. Cela posé, soient les milieux F et G qui admettent un diviseur 
commun D défini par l’ensemble T de ses translations; ils s’en 
déduisent respectivement par les translations multiplicatrices 


hg age aces y: Pip dad ok gy ke 


Satisfaisant à des égalités conformes à la remarque précédente et de 
la forme 


bei Mi 
a Be hs Se ap h,, ‘ 
rat LE ae A Re ae rc AN LE 4 . 
+4 (1) Peni sent nou ta AE, + OSA Ass, 
Sah [Soros EAN YS apenas HI s se d'os ‘ 
Bp Rp Np His sis restes : Ve ekki Oe hoes} 
Vi & =, $ 
pe (eae tenta DEN 2 : 
RE RE nes ee 
€ 2 Vin leg = Se FOL + + CERTES 
PEL ENT DE russe Bee Seek SONT Suge 
PONE ET ON PTE TS MERE CU eat 


Les notations dans (2) et dans (1) sont analogues. Les a et les b 
sont non négatifs et respectivement inférieurs aux p. et aux v corres- 
pondants. Toute translation commune à F et à G est de la forme 


6+ Lmh; ou &+2ejl;, 


les cet les m étant des entiers et les 4 des translations de T. Si les m 
sont nuls on a une période de D; un ensemble de translations qui n’en 
contient pas d’autres définit un diviseur de D. Chercher toutes les 
translations communes revient à déterminer toutes les formes linéaires 
en J; qui se réduisent à une expression telle que 0 + Zm,4;. Or 
une pareille forme linéaire se décompose en une somme de formes 


# 
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relatives chacune à une mème valeur de v et qui sont séparément des 
périodes communes. On en conclut qu’il est impossible de trouver de 
nouvelles translations si aucun v n’est égal à un uv; D est alors le plus 
grand commun diviseur. Admettons au contraire que 


Ha = fs. ys Us — Vy — Vo. Al” Vy-45 
Nous chercherons successivement les expressions. Z,, ¢,/, + L, 
l+al+l,  (o£c<u,;) qui se réduisent a 4+ 2m;h; (Ss —1); 
soit c,d, + col, + /, la première. Nous poserons 


= Ci À Co te + Le 


et nous substituerons /! à /, dans les relations (2). Et l’on continuera 
de la même façon. On a pu supposer les coefficients de /,, /,, L, :.. 
égaux à un dans les expressions successives. Pour un type déterminé 
une seule peut être période. Les substitutions effectuées dans (2) les 
membres de droite relatifs aux l’ ne peuvent contenir d’autres l que des l' 
(car une combinaison non trouvée de / à indices inférieurs seraittrans- 
lation). On a ainsi un tableau analogue aux tableaux (1) et (2) défi- 
nissant un systéme S, de translations ordonnées qui, appliqué a D, 
fournit le p. g. c. d. @. | 


26. Les multiples communs à F et à G admettent toutes les périodes 


0+Emih;+ Ln;l,. 


Mais il peut n'être pas nécessaire de conserver dans cette formule 
tous les 2 et tous les /. Cela arrivera si D n’est pas le p. g. c. d. Supposons 
donc que nous ayons déterminé ce p. g. c. d. ©. Dans le système (2) 
et par suite aussi dans le système (1) du numéro précédent les trans- 
lations / peuvent être placées en tête des relations, de sorte que les 
égalités suivantes de (1) et de (2) caractérisent des translations 
multiplicatrices ordonnées qui définissent respectivement F et G 
à partir du p. g. c. d. 

Afin de conserver les notations, supposons ce (ravail préliminaire 
accompli; D est ®, les translations nouvelles formées d’une part à 
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l’aide des h, d’autre part à l’aide des J, L, sont toutes distinctes. Réu- 


nissons les relations (1) et (2) en plaçant par exemple les égalités 


de (2) relatives à un nombre premier à la suite des égalités de (1) qui 
ont trait à ce même nombre premier (l’ordre des nombres premiers 
étant indifférent) et nous aurons un multiplicateur de translations 


ordonnées qu’admet nécessairement tout multiple commun à F et à G 


et qui définit, à partir de ®, leur p. p. c. m., a. 


21e DÉTERMINATION DU P. P. C. M. ET DU P. G. C. D. DE DEUX MILIEUX 
DONT ON CONNAIT UN MULTIPLE COMMUN. — Soient F et G les milieux qui 
sont définis par les ensembles T, et T, de leurs translations. Il admettent 
un multiple commun M qui se déduit d’eux respectivement par les 
translations multiplicatrices 2, et X, définies comme au n° 25, les n et 
les 6 appartenant bien entendu les premieres a T,, les secondes dt 

Pour qu’un milieu soit multiple commun de F et de G, il faut et il 
suffit qu’il admette les translations de G et celles, produites par Ë,, 


qui appartiennent à F. Or la marche suivie au n° 25 est applicable : : 


seulement, ici, il faut chercher les formes linéaires en J, relatives à une 
même valeur de v, qui se réduisent à une translation de F. En les adjoi- 


gnant à T,, ainsi que leurs résultantes avec ces dernières, on forme le À 


Don Or ui de let dé C: JT. | 

L'opération précédente a fourni un système de translations son 
plicatrices qui de G déduit ax. Appliquée à , elle donnerait de même 
le multiplicateur qui conduit à om en partant de F. Supposons ce 


travail: accompli, et, pour plus de simplicité, admettons que 2, et 2, 
- soient précisément les multiplicateurs qui produisent on. 


Les translations / se réduisent à des translations de F, si n'appartient 


à T,;il en est de même des périodes n'+Znl(oZn;<v;), et parmi 
_ toutes celles-ci une et une seule est de T, ; l’ensemble de ces périodes © 


définit le p. g. c. d. ®. L'application à © du multiplicateur Ë, repro- 


duit T, et celle de X, à T, fournit on. Bref, le multiplicateur constitué | 


par la réunion des deux ae Ë, et X, mène du p. g. c. + de 


2am pp: C0 


Mais la détermination du p.g.c. d. et du p-p-c. m., en partant a’ un 


multiple commun, est pratiquement un tout autre probleme qu ’avec la 
donnée d'un commun diviseur. ©: 


Ann, Bes Norm., (3); XXXV. — Dies nee à 2 = 47 
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28. CAs DE PLUS DE DEUX Miteux. — On donne plusieurs milieuxF,, 
F,, ..., F4. Si l’on connait un diviseur commun D et des systèmes Lis 
S,, ..., Ly de translations multiplicatrices ordonnées qui de D con- 
duisent à F,,F,,..., Fx, on saura déterminer le p. g. c. d. ®, et le 
p.p.c. m. or, de F, et de F,, ainsi que les systèmes multiplicateurs o;, 
o” qui mènent de D à @, ou à omy. Pour la recherche du p. g. c. d. des 
milieux donnés, on leur substituera @,, F,,..., F, avec 7,, Xs, ..., Ue 
et, pour celle du p. p. c. m. Oy, Fy, ..., Fy avec 0, Z,, +, 2x. 

Supposons au contraire connu un multiple commun M auquel on 
vient de F,, F,,..., Fx respectivement par X,, 2,, ..:, Z4. On sait 
former le p. p. €. m. on, de F, et de F, qui conduit à M par 5; 
admettons que, en suivant la marche du n°27, on puisse construire 
aussi leur p. g. c. d. @, d’où l’on va à M para}. La suite des opérations 
s’ordonnera alors comme ci-dessus. 


29. MiLtEUX COMMENSURABLES , ENTRE EUX (milieux homogènes). — 
Définitions. — On appelle « rapport d’un milieu M, à l’un de ses divi-- 
seurs non nuls M,» le nombre de fois qu'il le contient. 

Étant donnés deux milieux M,, M, qui admettent un mème divi- 
seur D non nul, on appelle « rapport de M, à M, » le quotient des 
nombres dé fois qu'ils le contiennent. ; 

Cette définition est justifiée par la propriété suivante : SiM, =, D 
et M, = p,D et s'il existe un autre diviseur commun Etel queM, = v,E 
et M, —,,E, on a ; 

/ | ENTER 


He Va 


a 
En effet (n° 9), D et E admettent un diviseur comun H contenu 
n fois dans E, et l’on a 


Pitti =: m, Pen = vgn. 


Farorime. — Sr deux milieux M, et M, sont commensurables avec un 
méme milieu U, leur rapport est égal au quotient de leurs rapports à U. 


En effet, il y a par hypothèse un diviseur V, commun à M, etaU, un Kis 
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| à M, et à Bs V, et V, divisant U ont un diviseur commun V, et l’on a- 
My m,V; M,=m,V, D uv: 
d’où la conclusion. 


Remarques. — 1. Si deux milieux M,, M, sont commensurables avec 
un même troisième U, ils sont commensurables entre eux. Cela résulte 
dé la définition précédente. 


| IL. Si un milieu M, est sheduimponen sable avec un milieu U, il n’est 

pas possible de trouver deux milieux M!, M’, commensurables avec U, 
dont la différence des rapports soit inférieure à un nombre positif 
quelconque’ et telsque M! soit inclus dans M, et M, dans M: :en effet, 
M serait un diviseur de M. 


30: FAMILLES DE MILIEUX HOMOGÈNES COMMENSURABLES ENTRE EUX; ELLES 
SONT MESURABLES OU SEMI-MESURABEES. — Soit une famille $ de milieux 
homogènes, telle que deux quelconques soient commensurables et 
que tout milieu commensurable avec l’un d’eux appartienne à la 
. famille. Prenons l’un d’eux arbitrairement U comme unité et adop- 
tons pour mesure de chacun d’eux son rapport à U. 

Si un milieu somme de plusieurs milieux de $ est homogène, il 
appartient lui-même à #; il en est de même s’il s’agit de la différence 


de deux milieux de ¢. 
On voit immédiatement qu'une Dee famille ¥ est au moins semi- 


mesurable. 
Mais si la somme M d’ une te snuniérable M, M., ns ne. 
de milieux de $f fait elle-même la partie de ¥, sa mesure est-elle la 


somme de leurs mesures? 

_Mse déduit de M, par des translations multiplicatrices ordonnées 
qui, notées dans I’ Rea inverse, SONL us, hg, et Si ej, fus cee 
u.,, sont les entiers correspondants, M est la somme de pu... 


RE milieux identiques à M,; M,et M, ont un p. g. c. d. D., M. se déduit 


de D, par un système de translations ordonnées qui, notées dans 


zs ordre inverse, sont hy 4.1, Ragas +) ye f application de quelques- 
unes & translations résultantes de h,, hy, ..., hy, donne M, ; de même 
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D, et M, ont un p. g. c. d. D,, D, se construit à partir de D, par le sys- 
tème multiplicateur A,,,,, ..., 22, et M, est fourni par D, à l’aide dé 
certaines résultantes des translations k,, Ay, ..., Ay,. 

Je suppose tous les »; nombres premiers. Soit n l’une quelconque 
des translations de M, autre que les résultantes des A, s'il en existe, 
et a l’un quelconque particulier de ses points. Tout autre point est 


i= © 


donné par une expression de la forme a+ 7 = > c;h;, les entiers c 


4 Fr | , 
non nuls étant en nombre fini. Les points de l’un des milieux iden- 
tiques à M, sont donnés par à + n + > ‘c,h; ceux de l’un des 


i=ay+1 
ize 


milieux identiques à D, para + n + > c;h;, et ainsi des autres. 
i=Os+1 
Cela posé, considérons un segment de droite (o, 1), divisons-le 
enu., parties égales, chacune d’elles en y, parties égales, etc. ; ¢, dési- 
gnant une valeur particulière de c; et c; le reste de sa division par u;, 


j=p 
LC ci .: ~ \ ! = 
faisons correspondre aux points a + n + à c,h; le point 
joni 
" ” 
Cas ++ dE 
Bibs gee His: +p 


Nous ayons ainsi une infinité énumérable E de points, tous rationnels, 
et qui sont les points de décomposition du segment, ainsi que son ~ 
origine. 
A un ensemble 
i= © 
a+n+cih+...+ ch + à ch; 


i=k 


(les entiers evariables et ceux non nuls toujours en nombre fini) corres- 
pondent les points rationnels, premier point compris, dernier exclu, 
de l’intervalle | 

” ” ] 
Cri C Cy Cry + I 


yp et +. 
Py P41 Pe Pas: Mrs Pa F1 Be Pile. RE 


' 


SUR LA MESURE DES ENSEMBLES LINÉAIRES. | PIRE AE 


PE = I 
d’étendue eat c'est précisément la mesure de cet ensemble si 


Ven prend. comme unité M, c’est-à-dire si on lui donne comme mesure 
l’étendue du segment qui lui correspond. Si l’un des ensembles est 
inclus dans un autre, l'intervalle qui correspond au premier est inclus 
dans l’intervalle qui correspond au second; si un ensemble est la 
somme de plusieurs autres, son intervalle est la somme de leurs inter- 
valles. Nous avons ainsi une image géométrique de M et de ses 


parties M,, M,, ... [M, est représenté soit par un segment de décom- 


position de I’ intervalle (0, 1), soit par un nombre limité de tels seg- 
ments |. Soit H; l’ensemble des points rationnels qui correspondent 
à M,, il est constitué par ceux des points de E qui appartiennent à 
certain des intervalles (en nombre limité). Tout point de E appartient 

à un E; et à un seul. Supprimons successivement de M, M,, My, ..., 
M,, ...; enlevons en même temps du segment (0, 1) ie intervalles 
qui correspondent à M,, Mg, ..., M, .... Tout point de E devra donc 
être enlevé. Or, on peut enlevér de (0, 1) une infinité d’intervalles, 


dont la somme soit aussi petite que l’on veut, et telle que tout point 
de E soit enlevé. Si done on choisit pour les M, les milieux qui corres- 


pondent i à ces intervalles, la somme de leurs mesures sera inférieure 
à celle de M. Dans le cas général, la famille de milieux sera donc seu- 
lement semi-mesurable. L’exposé qui précède donne en même temps. 
une forme tangible à la condition pour que la mesure du milieu, 


somme des milieux en infinité dénombrable, soit égale à la somme 


des mesures de ces milieux : il faut et il suffit que la même propriété 


ait lieu pour les intervalles qui sont les images DAMES. de ce 
milieu même et de ses parties. : 


Voici un cas particulier intéressant : si une Dalle est formée à 


partir d’un milieu qui n’a pas de diviseur (non nul), mais qui a un 


multiple (done une infinité), aucun milieu ne sera la somme d’une infi- 
nité d’autres. Done la famille sera mesurable. Exemple : On utilise le 


= milieu constitué par les fractions on p étant un entier fixe, net a pre- 


nant des valeurs entières quelconques, peulives pour le dernier. 
\, 


Hate rt A CERTAINS MILIEUX DE TRANSLATION. — Définition. — 


Nous dirons qu’un ensemble A de points est indépendant.d’un sys- 
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time T de translations lorsque la différence des aimée de deux 
points quelconques de A n’est jamais une translation de T. 


Cela posé, un milieu M de translation est la somme de milieux : 
homogénes identiques. Soient T le système de translations qui carac-+ 


_térise ces milieux, À un ensemble de points pris un et un seul dans 


chacun d’eux (peu importe dans la question présente que l’on sache — 


ou même qu'il soit effectivement possible de faire un pareil choix) ; 
A est indépendant de T. Les translations de T redonnent M à partir 


de A. Réciproquement, si A est indépendant de T, en effectuant les — 
_ translations de T sur chaque point de A, on obtient des nrilieux homo- 
genes identiques et distincts dont fe somme est un milieu de trans- 


lation. Seth oy 


Soit maintenant une filé $ de milieux hamsbphans M, reines ie 
chacun par l’ensemble T de ses translations, et satisfaisant aux à 
conditions du n° 30, en sorte qu’elle est mesurable ou semi-mesurable. 


Considérons un ensemble A indépendant de chaque T; cela arrivera 


par exemple si tous les T appartiennent à un même module & et si A AE 


est indépendant de T. Appliquons à A les translations de chaque T, 
nous formons ainsi des milieux de translation on dont nous dirons de 


l’ensemble qu’il dérive d'une famille de milieux homogènes commen- 


‘surables ; il va de soi que chacun d'eux n est pas fixé en potion et peut a 


glisser sur la droite qui le porte. 


Nous allons prouver qu’une telle famille de DS de ‘translation ; 


_est mesurable ou semi-mesurable comme celle de milieux homogènes dont — 
elle dérive et montrer à cet effet que le rapport de deux milieux on est 1 
_ égal au rapport des deux ‘sy Fous AGEN > 


itis 


32. Pour. que Sige whee mM, et Ny soient égaux, il ooh 7 il suffit ns = 


que les modules Y, et T, des translations soient Mona < 


LA MARS est suffisante : elle éat nécessaire, car toute translation | 


| Aisles par un milieu est admise par l'autrest 3. 


1 


I, et dry étant supposés égaux, il est intéressant de noter l'effet du 


"à déplacement qui amène un point de on,, d’abscisse æ, sur un point 


de aly; d’abscisse y,; soit æ, le point de ov, sur lequel vient a, lors- 


qu'on 1 établit une URL Ue de Mes avec A le HeRe actuel 


». - 
re ‘ à ree 


ne 


x 
44 
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_est le résultant de ce dernier et de celui qui place æ, en y, ; si donc y, 


dérive de x, par une translation de T,, ce dernier mouvement n’a fait 
que glisser sur lui-même chacun des ensembles identiques ? à T, dont 


JC, Se compose : JM, coincide encore avec A,. Soit À — y, — x; 


lorsque deux points dont la différence d’ abebigaes n'est pas un élément 
de T, se placent l’un sur l’autre, les deux ensembles élémentaires qui 
en dérivent par T, coincident entièrement. Donc tout couple «, 6 de 
points de A pour lequel 8 — a — À + 0, 0 étant une translation de T,, 
sera tel que la translation À amènera l’ensemble («) sur l'ensemble (8) ; 
si A admet les translations + A (à des translations près de T, ) la coin- 
cidence de oi, et de Mt, sera complète; cela arrive notamment si le’ 
milieu de translation est un milieu AUTO. Mais s'il n’y a pas deux 


couples tels que 


0 — y =B—a+9 (yet pouvant étre égaux), 


on ne parviendra par là qu’à superposer deux ensembles élémentaires ; 
exemple: A est formé de \/2,e, =, et T, est l’ensemble des rationnels. 
Il peut se faire que l'on ait des Coiricidences partielles en nombre fini 
ou non; exemple : avec le méme T, on prend des nombres algebriques, | 
on peut choisir l’ensemble A de manière que si a, 8, y sont trois 
nombres de A, tantôt 8 — «+7 (à un eationnel addin près) en fasse 
aussi partie, tantôt non. 

Pour que la superposition de on, et de av, soit complete, il faut et 


“il suffit que À se déduise d’un ensemble B à l’aide des translations + A 


à un-O près et an, se construit alors à partir de Bau moyen du module 


résultant de T et de ks eet À 


RE pone que : que les modules corres- 


| pondants sausfasent à a Pagal Le TER 


. Lacondition est suffisante. 
Alle est nécessaire. En effet, ona par hypothèse 


+ LT My = NYP + OLY 


ae, ..., étant identiques a M, : 2x, se déduit de A par les 
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translations de T, ; 3, admet toutes les périodes de 3,, ainsi T, est 
inclus dans T, et T,—pT,; on en conclut 2%, —=p2R,, done (@) 
p=n. SRE ae 
. On passe de T, à T, à l’aide d’un multiplicateur de translations 
ordonnées; en les faisant jouer sur ax," par exemple, on obtiendra les 
autres milieux de la somme. Mais il peut arriver, comme il a été 
expliqué ci-dessus, que it," vienne se superposer à lui-même par une 
translation A, n’appartenant pas à T,, mais que A admettrait, à des 
translations pres de T,. Alors par l'emploi de À et d’une translation 
multiplicatrice ou bien les or, se permutent ou bien ils se divisent en 
cycles à l’intérieur desquels s’opèrent les permutations, et il n existe 
pas d’autre moyen (en dehors du procédé général des translations 
multiplicatrices) pour obtenir des échanges des ony’ . HT 
Considérons une translation quelconque À n’appartenant pas à Ty, 

et qui fait glisser on, sur lui-même; A admet À à des translations pres 
de T,, sommes d’une translation de T, et d’une translation multiplica- 
trice qui fait passer de on, à nt, . Le déplacement À aura d'une manière 
générale pour effet de disloquer un milieu quelconque on,” en 
n milieux qui viendront se placer respectivement sur x parties 
dance oe NUE | 


0 ? 0? 


oll, A a . Ty er P E- I 
34. Pour que MS ul faut et il suffit que ie T et T, étant les 


modules qui correspondent à M, et à Ms. 


P 3 ‘ 
(1) Oly ne peut se présenter comme somme, de deux manières et en nombres diffé- 
rents, de milieux identiques à As. Partons de l'égalité (1). Soit 


i) 0 
He — +)..40, = 
Hi H2 Bs 


a Et 
une translation quelconque introduite par Ti ; ja, wa, «4, us sont chacun puissance d’un 
nombre premier et leur produit vaut p; les c sont des entiers non négatifs et inférieurs 

aux dénominateurs correspondants. Pour chaque système des e(non tous nuls) un 
point #1 de OIL}! sort de ce milieu, pour deux systèmes différents il va dans deux 
milieux différents; il visite donc p — 1 milieux; tout milieu est d’ailleurs visité, car si x; 
est l’homologue de a dans JIL, +; — a, est une translation de T;. Ainsi = yes 


' i 
SUR LA Gees Be Se Die PRE impr hee CEE eee 
: dire que 2 | 
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vient de l’exposer à la fin du Chapitre précédent; c'est-à-dire que la 
famille des av dérive d’une famille de milieux homogènes commen- 
surables. On formera ainsi certains systèmes d’ensembles mesurables 
ou semi-mesurables. 


2. Soit donc une telle famille X de milieux de translation M. À chacun 
d'eux, on peut, d'après le Chapitre I, attacher un système S d'ensembles E. 
qui est mesurable ou semi-mesurable. Je dis que cette propriété de la 
mesure appartient à son tour à l'ensemble © de tous ces ensembles K. 


Faisons choix de l’un des milieux, %t,, comme milieu unité; un 
milieu quelconque ov de Z est mesuré par un nombre a, positif, que 
nous adoptons comme mesure de l’un de ses fragments de longueur 1. 
Il en résulte pour chaque E un ou plusieurs nombres selon qu'il est 
mesurable dans un seul milieu ou dans plusieurs. Il faut montrer que - 
ce nombre a une valeur unique et qu’il satisfait aux conditions de la 
mesure. 


3. Voici une remarque qui nous sera utile : Nous avons vu (Chap. I, 
n° 8) que la mesure extérieure de E dans le milieu ov où il est inclus 
est la limite inférieure de la mesure des fragments de 9%, en nombre 
_ fini ou en infinité dénombrable dans lesquels on peut enfermer les 
points de E. C’est le produit par de la limite inférieure de la mesure, 
dans le continu, des intervalles de mêmes bornes. Or, pour qu'un. 
ensemble de fragments de di contienne les points de E, il faut et il 
suffit que l’ensemble des segments correspondants le contienne dans 
le continu. ; 

La somme des longueurs de ses segments a une limite inférieure 
fixe qui est la mesure extérieure de E dans le continu; nous l’appelle- 
rons /a mesure segmentaire extérieure de E. Son produit par w donne 
done la mesure extérieure dans on. 

La même observation est valable pour l'étendue extérieure. 


Lemme. — Sz OR, est un diviseur de Mt,, en sorte que M, = K Ma, et 
si X est la somme de n, n étant in ferieur à k, des k milieux identiques 


de. 
me 
1 Bie 


il 
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a M, done la réunion forme om,, l'étendue intérieure J et la mesure 
intérieure LL, ‘dans oi,, d'un fragment de % sont nulles; son étendue 
extérieure et sa mesure extérieure sont égales à la mesure du fragment 
de Nu, qui a les mêmes bornes. L’ étendue intérieure et la mesure intérieure, 
dans M, di un ensemble inclus dans X sont nulles. 


Soient a et b les bores du fragment F, de ot. Décomposons l’inter- 
valle (a, b) en une somme fie d’intervalles partiels ; dans chacun 
d'eux sont des points den, quin appartiennent pas 2.96; Onen con-. 
clut que l’étendue intérieure J de F,, envisagée dans 9r,, est nulle. De 
même son étendue extérieure, puisqu'il a des points dans chaque 
intervalle partiel, est égale à celle du fragment correspondent de 3, 


c'est-à-dire à w,(b — À w, étant la mesure du milieu ,. 


Soient un second intervalle (ce, d) de même longueur que (a, b) et 
F, le fragment de % de bornes c et d. A un point x’ de % appartenant 
à F, on peut faire correspondre un pote x” de F,, homologue de a’, 
c’est-à-dire tel que l’on passe de aa x” par une translation de Ms, et 
de plus aussi voisins que l’on veut, du point où vient æ’ lorsqu'on met 
le segment (a, 6) sur le segment (c, d) : cette dernière condition 
s'exprime ainsi |(a” — c)— ve: —a)|<e, « donné positif. Si Ton 
couvre les points de F, d’une infinité énumérable I d’intervalles com- 
pris entre a et bet de longueur a, «w, est une limite supérieure de 
la mesure extérieure de F, dans 3t,. Or, donnons à Ile déplacement 
a’ — x", dans leur nouvelle position les intervalles de I couvrent F,, 
à une longueur près, inférieurea ¢. Donc F, et F, ont meme mesure 
extérieure. Le rapport des mesures extérieures des fragments de 9t 
dans %t, aux mesures des fragments de or, de mêmes bornes qu’eux 
_est done constant. Cela suffit à prouver, en raisonnant comme au 
gates I, n° 6, que la mesure extérieure d’un fragment F, de ot est 
soit nulle, soit égale à celle du. fragment correspondant D, de »,. 
Mais elle ne peut être nulle (à moins que ses bornes soient confon- 
dues), car nulle aussi serait a fortiori celle du fragment ®, de on, de 
mêmes bornes et par suite celle de la somme des # fragments iden- 
tiques à ®, qui constitue ®, serait nulle également. 

On en conclut encore que la mesure intérieure de F, est nulle. 

La eee pour un ensemble inclus dans 9% est immédiate. 
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4. Imaginons un ensemble G inclus dans om, et oh’ un milieu 
multiple de »x,. Désignons par ms,(G) la mesure extérieure segmen- 
taire de G, par w, et w’ les mesures des milieux OW, et on’, par-m,(G), 
m;(G) les mesures extérieure et intérieure de Gdans un milieu qui 
sera indiqué entre parenthèses, on a 


ON) m;(G) = 0, 
| m.(G)=ms,(G) x w'; 
(IG) Gan me(G) = ms,(G) X 04. 


En conséquence : 1° Pour que G soit mesurable dans on’, il faut et il 
suffit que sa mesure extérieure y soit nulle. | 
2° Pour que G soit mesurable dans ai’, il faut et il suffit qu'il soit 
mesurable dans oi, et que sa mesure y soit nulle; les mesures sont 
alors nulles dans les deux milieux. 
Les mémes conclusions subsistent si l’on parle d’étendue J au lieu 
de mesure L. 


5. Considérons maintenant un ensemble G inclus dans deux milieux 
ow’ et av”. Ils proviennent de l’application de deux systèmes de trans- 
lations T’ et T” à un même ensemble € qui en est indépendant. Soit T, 
le système de translations qui définit le p. g. c. d. de T’ etde T’; 
ona T'= p'T, et T’=p’T,, et T, appliqué à € donne le milieu %,. 
Il n'existe pas de points communs à ar’ et à ax” en dehors de a, ; 
donc G est inclus dans %,; l’un des entiers p’, p” est different de 1; 
soitp’. Pour que G soit mesurable dans ow’, il faut et il suffit qu'il soit 
mesurable dans di, et que sa mesure y soit nulle; alors elle est nulle 
aussi dans WV’ et dans on”. Ainsi : 


Lorqu'un ensemble inclus dans deux milieux est mesurable dans les 
deux, ses mesures sont égales : elles sont nulles. La méme propriété a lieu 
s'il s'agit d'étendue J. 


6. Lemms. -- Sovent des ensembles K,, E,, ..., E, et leur somme E res- 
pectivementinclus dans les milieux %ù,, Ney, …, Mp, sit (de la famille 
considérée), Siles milieux M,, Na, ++.) Wy sont deux à deux sans point 
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commun, et si div est leur somme, la mesure extérieure de E dans M est 
au moins égale à la somme des mesures extérieures des E, dans les 
milieux Nu, correspondants. La propriété subsiste s’il y a une infinite 
Ditmdranie de milieux div, et st la somme de leurs mesures w, est égale a 
la mesure w de M. 


En effet, on a 
ms E=ms.E, 
et par suite 
(oi + 2 +...+o,)MS 220. ms Ep. 


La conclusion est immédiate. Elle subsiste s’il est question d’étendue 
au lieu de mesure. La propriété a lieu a fortiori si ov contenant les 9, 
n’est pas leur somme. 


7. Tutorime. — Les conditions étant les mémes qu'au lemme précédent, 
st de plus on suppose EK mesurable dans M, chaque ensemble E, est 
mesurable dans le milieu correspondant M, et la ‘somme des mesures 
des E, est égale à celle dei. La méme propriété a lieu dans le cas de 
l'étendue. 


Je dis d’abord que, pour toute valeur de p, 


ms ns: 


En effet, supposons par exemple ms,E>ms,E,, la différence 
étant n. Couvrons E, d’intervalles «, dont la somme a, des longueurs 
dépasse ms,E, de moins de <. E peut être considéré comme formé de 
deux parties, E’ composé des points situés dans les «,, E” des points 
situés au dehors. D'ailleurs E étant mesurable, il en est de même 
de E’ et de KE’. On a, E’ comprenant E,, 


mE!< ayo << ms,E, +e, 


mE=oms,E = wms.E, + own. 


Si donc, on a pris e< 4, 


mh’ = mE— mE! > o(n—e) > 0. 
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Or E’ n’a pas de points dans oi, ; si done il était mesurable dans dL 
sa mesure serait nulle. Ainsi il est exact que, quel que soit p, 


ms. B = mMmSsE,s 


et par suite 
m.E = Èm.E;. 


Soit (a,b) un intervalle comprenant E; posons b — a = |; 
CE; désignant le complémentaire de E; dans le fragment (a, b) du 
milieu qui lui correspond, CE est mesurable (dans ai) et l'on a 


ms, CE = l— ms,E. 


D’ailleurs le complément de E dans on est la somme des compléments 
de E,, E,, .... Done 
ms, CE = ms, CE, 


quel que soit p; ainsi 
mE,= lop—, ms, CE,p= lo,p,— o,pms, CE = wpms,E= meE,. 


Enfin 
mE =imkE, 


Nous venons en même temps d’établir cette propriété. 


Tuéorème. — Se un ensemble K est mesurable dans un milieu M, la 
partie E’ de cet ensemble, qui appartient a un milieu M inclus dans di, 
est mesurable dans M. 


8. Tukorèue. — Soient les ensembles E,, E,, ..., E, et leur somme E 
respectivement inclus dans les milieux M,, M, .., Mn, ML. St les milieux 
My, Mey, «+, NI, sont deux à deux sans point commun et si E est mesurable 
dans »t et chaque Ki, dans le milieu iL, correspondant, la somme des 


mesures des Hi, est égale à la mesure de Ki. La même propriété a lieu dans 
le cas de l'étendue. 


Premier cas. — M est la somme de dN, Me, .…, M, : c’est une con- 
séquence du théorème précédent. 
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Deuxième cas. — Les milieux oi, ne sont pas tous inclus dans-nr. 
; Soit D, le p. g. e. d. de om et de 3%, ; l’un au moins des milieux iden- 
tiques à D dont M, se compose ne contient pas de points deE,, donc 
(n°3, lemme) mi, = 0; done aussi dans on, mE, — 0; la diffé- 
rence HK — E, est mesurable dans ow et sa mesure est celle de E, 


nous supprimerons E, des ensembles donnés et de leur somme; 
opérant de même pour tous les ensembles E, dont le milieu excède où 


nous sommes ramenés soit au premier, soit au troisième cas. 

Observons que le raisonnement précédent serait valable s’il y avait 
une infinité d’ensembles et sil fallait en supprimer une infinité, 
pourvu que, dans ov, la mesure de l’ensemble total supprimé soit 
nulle, c’est-à-dire égale à la somme des mesures des ensembles par- 
tiels disparns, 


Troisiéme cas. — Les milieux dr, sont tous inclus dans om, mais Iv 
n’est pas leur somme. 
Les milieux étant supposés en nombre limité, soit D leur p. gi ce d. 
Des milieux identiques à D dont du se compose lun au moins n appar- 
tient à aucun des Up et par conséquent ne contient pas de points de E. 
Done (n°3, lemme) mE =o. Sans qu'il soit nécessaire ici de faire 
Vhypothése que les E, sont mesurables, nous concluons du résultat 


précédent que ms, E, — 0, puis précisément que mE, existe et est. 


nulle. 

9. Tnéonène GÉNÉRAL. — Si les ensembles K Ei, E,, ..., E, etleur somme E 
respectivement inclus dans les milieux M, DLE rem De OU sere 
mesurables, la mesure de la somme esl st eerie à la somme des mesures des 


rae Sg ee ee | - 


Soit D le p. g.c. d. des Het om est la somme de ue 
MM, M?, ..., M’ identiques à D; E est la somme d’ensemble eres 
Fos respectivement dans ces milieux; on sait (n° 7) que ie aD, sont 

-mesurables, dans les milieux M‘ et que l’on a | 


me Gi Mb ate ne 


Chacun des Greaves E 5 8e Ci ose en ensembles partiels 
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EL Ey contenus séparément dans E', K?, ..., E’, et 


E'= E!+ E}+...+ Ej, 
PE E° + ES +...+ Ei, 


E/ = E/ + E{+...+ EJ. 


ov, est formé de quelques-uns des milieux M’ et peut-être de 
quelques autres qui n’appartiennent pas à om et dans lesquels il 
n'existe pas de points de E,; on en conclut (n° 7 et n° 8, troisième 
cas) que E°,.B:.:., Ey sont mesurables dans M', M’, ..., M’ et que 
mk, = XmE’. Ainsi tous les E’ du tableau ci-dessus sont mesurables 
et la somme de leurs mesures est égale à celle des mesures des E,. 
Or, dans un même milieu M°, on aE‘ = EH) + E} +...+ KE; et tous ces 
ensembles sont mesurables; done 


mES = mEs + mEs +...4+ mEjZ. 


Ajoutant toutes les égalités analogues, on en conclut que 


} ; mE=Z2ÈimE;,=2ÈmE,. 


10. Conezusroxs. — Les familles du type envisagé dans ce Chapitre 
sont semi-mesurables. 


11. ADIONCTION DE NOUVEAUX ENSEMBLES. — On peut enrichir de nou- 
veaux ensembles les familles qui viennent d’être étudiées. 


x 


Lemme I. — Si d’une part les ensembles F,, F,, ..., F,,, et d'autre part 
les ensembles G,, Gy, ...5 G, (les premiers et les seconds respectivement 
sans point commun deux à deux) ont même somme K, s'ils sont respecti- 
vement inclus dans les milieux M ,, Ney, ++, My Mptis es MUpeg ef Y SON 
séparément mesurables, et si enfin E est inclus dans un mtlieu , on a 


mF, + mF, +...+ mF,= mG, + mGy+...-4 my. 


Soit en effet D le p. g.c.d. des milieux; an est la somme de milieux 
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MM, 7, M identiques à D. Dans le milieu M’ sont situées les por- 
tions FY Fi, 5€, , Gi,..., G des ensembles F,, , Gz. Di, est formé 
de quelques-uns des milieux M et peut-être de quelques autres qui 
n’appartiennent pas à ov et dans lesquels il n’existe pas de point de F, 
(ou de G,_,); on en conclut que F}, F?, ..., F/ sont mesurables dans 
MM... Mr ét que l’on a 


(1) mE,= mF}. + mF? +...+ mF/. 
De méme 
(2) mG;=mG!+ mG2+...+mGé. 


L'ensemble E se compose d’ensembles partiels E', BY, ., EY situés 
dans M‘, M?, ..., M’. Or dans M! 


RS Fi + FL +... F,= Gi + G,+...+ Gi. 


Puisque, dans ce milieu, Fi, F., ...; EE sont mesurables, il en est de 
même de la somme et l’on a 


(3) mit mF + mF, +. ..-+ mE. 
De méme 
(4) mE!= mG. + ms ie+ mG. 


On en conclut 


NO 2 es APT IE 
(5) SY mE= Em Fiz BE mG. 
: i 
Or + | 
Lmkr=> mF, et 22 mG a+ mGs. 


La propriété est donc établie. 


12. Lemme II. — Les données étant les mêmes qu’au lemme I, sauf 
Ann. Ee. Norm,, (3), XXXV. — Deécempre 1918. 49 
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que E n’est pas supposé inclus dans un milieu de la famille, on a 
encore 


(1) mE, + mE, +... + mF,>=mG,+ mG,+...+mGq. 


Soit, en effet, on le milieu p.p.c.m. des milieux proposés. Plagons-le 
de manière qu’il contienne un point de on, et par conséquent or, tout 
entier, il contiendra certainement d’autres milieux, certainement l’un 
des g derniers. Les ensembles correspondants lui appartiendront et, 
s’il en reste, ils n'auront aucun point sur lui. Les premiers donne- 
ront, d'après le lemme I, une égalité de la forme annoncée. Un dépla- 
cement de ov lui fera ensuite prendre un point des milieux restés en 
dehors; de là une nouvelle égalité de mème forme avec quelques-uns 
des ensembles. Bref, la relation (1) se décompose en relations ana- 
- logues qui ont lieu séparément. 


13. CONVENTION. Si des ensembles E, F,, 21, F5, Gy, .., G, sont 
. NT : ’ 3 
inclus dans des milieux et s’ils y sont mesurables sauf l’un d’eux E, 
si de plus ona 


(1) E+F,+...+ F,=G6,+ G,+...+ G,, 


on posera 
(2) mK = ÈmG—Èmr,. 


Nous avons à prouver qu'à un tel ensemble E ne correspond de cette 
manière qu’un seul nombre et que la famille, ainsi agrandie, satisfait 
encore aux conditions de la mesure. 

Il est à peine utile de signaler que cette définition de la mesure de E 
n'est pas en contradiction avec les résultats antérieurs (au cas de E 
mesurable) et qu’elle est obligatoire si les nouveaux ensembles 
peuvent être adjoints à la famille. 

_Un cas particulier de la relation (1) est celui-ci : 


(3) E=G,+Gs 


Tous les autres se ramènent à celui-là. Par additions successives, on 
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arrive à 
(4) _ E=G+G+...+6G, 


Si un ensemble se présente de diverses facons sous cette forme, on 
a toujours pour lui la même mesure (lemme II). 

Prenons la relation générale (1). On peut supposer (lemme IT) que 
les milieux de ces ensembles appartiennent à un même milieu. Alors, 
d’après le lemme I et avec ses notations. ydans le muon M, où l’on a, 
E’ étant la parte de E qui y est contenue, 


E+ Se ; Fe Ge G+... Gi, 


| pos É +. G,..,G,ysont mesurables; donc les sommes Fi +. D 
Gers Ge Y Sout, mesurables, leur différence E’ l’est également; 
on a oe 
GD) mÉ mi Bete. ae, Gi) m(F, +B) 

x LE en ee mGi— mF, —,..—mF%,, 


ef comme on doit poser 


(6) 5 mi ain We. rk, = 


il faut donc-que - 


(7) RS PO ee mi Re aaa ir te ; 


Puisque la définition Scale se ramène au cas particulier (6) de 
la somme et qu’elle ne donne alors qu'un nombre comme mesure à un 
ensemble, il en est donc toujours ainsi. 


Soit maintenant à 
‘ E SE, +E: +...+En 


~ deux au moins de ces nes étant nouvellement introduits; on 


nN 


_a done, certains des membres se droite pouvant se réduire à un 
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ensemble, 
By Fi + Fee 
E,—F!L+Fi+...+F%, 
E, = Fi + F2+...+ Fw. 


Les F sont d’anciens ensembles et l’on a 


(8) mE = mF} + mFP +... + mF Ye, 
Or 
E—3E;=— S2F, 
done 
(9) mE = 2imF? = SmEj. 
14. Remarque. — On n’obtiendrait aucune nouvelle extension en 


supposant maintenant que, dans l’égalité (1), quelques-uns des F et 
des G sont des ensembles nouveaux (puisque l’on pourrait les rem- 
placer par des sommes d’ensembles anciens). 


15. On vient d’établir que la famille agrandie est au moins semi- 
mesurable. Elle est mesurable si la famille primitive Vétait elle-méme. 
Soit | 
(1) E=E,+ E,+...+E,+..., 
tous, ou quelques-uns de ces ensembles, étant nouveaux. Posons 


Fa Pte. FY, 
(2) Cis oot a UE gona Be aS ete. Wie Pareto on ’ 
be + FE EN En Fi; 


—. 
— 
“su 


les F sont des ensembles anciens. Si l’on considère les milieux 
My, +e, ML, dans lesquels F', F?,..., F? sont mesurables, D le peg. eas 
de ces milieux, M', M?, ..., M les milieux identiques à D dans Ja tota- 
lité desquels E est situé, F? se décompose en ensembles situés dans 


ww, D EST 5 ; J Fa . : fe ‘ : L : r : | « 3 ene 
x ee tek wie ig Del str LA MESURE DES ENSEMBLES LINEAIRES. HAT 389 SH UT er aaa 
“es M et qui y sont mesurables : E à son tour est Jone décompose Bt, 
Pes pa situés sn CRhes tement dans ces M; dans. le milieu M°, ona 
SANS FO Æ 
CN he do Gt + Gt. Sree Gh 
nee mb +m Gt. re mp. ae Hoot 3 ht “6 = RS Rat ee 
' ci ae = Sd ‘ a j > ; . ] =” = 
bare dans un milieu on; chaque. LR DL CP Sata aoe 


1 LS avec _ un Pi + os ee al . done las somme 


at 


des dont a i le 4 
de a+ h forme 
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auxquels s'applique, selon le cas, le procédé généralisé de M. Jordan 
ou (*) celui de MM. Borel et Lebesgue, forment une famille semi- 
mesurable ou (*) mesurable, car (Chap. II, n° 30) la famille des 
milieux M construite à partir de M,,..,, qui est sans diviseur est 
mesurable. Prenons comme unité l’ensemble des points de H,, 
compris entre o et 1. L'ensemble des points de Hy, a, à, situés dans 
les intervalles (1, À), (A?, A®), (At, À), (À étant inférieur à 1 et 
positif) a pour mesure 


Oe pas ., . pan, 
4 Te 1 Pe Pu 


De même (Chap. I, n°15) l’ensemble dans le même milieu des points x 
tels que 


i a I SE I ie i 
rt aes et A er i = Se LIRE ST PETER Pois A 
2 +1 DPF8 ppt ~~ = on sey 2P+2 nP+} 
i I aN i i 
A es DES RS ee 
2n-E I P12 7p Pt2 2n +1 2P+8 nP+3 


C7 NES VASE DÉS We Baas Eee) 


“a pour mesure 


I. 
ge(8)pt prepa 


I 
On peut imaginer tous les relatifs divisés en ensembles partiels tels 
que deux nombres ne différant que d’un rationnel appartiennent au 
méme ensemble. Avec un nombre pris arbitrairement dans chacun 
d’eux, on aura une collection A. D’ailleurs, le continu lui-méme ne 
figurerait pas parmi les milieux H ainsi obtenus, car il est de l’un 
quelconque d’entre eux un multiple infini. | 


C(z) étant la fonction de Riemann i + 5 +at.... 


IL. On obtiendra le continu parmi les milieux de la famille en con: 
sidérant le milieu constitué par les rationnels qui, irréductibles, 


oo 


(1) Si toutefois il en est pour lesquels la mesure extéricuré d'un segment ne soit pas 
nulle, 
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admettent au dénominateur les nombres premiers Pis Pos sers PrtS= 
qu'aux exposants Maxima &,, &, ..., 4, respectivement au plus égaux 
à des nombres fixes u.,, Mio ee Us a un autre nombre premier g avec 
tout exposant; les milieux M, x: a, homogènes ainsi définis ne for- 
meront pas une famille complète, telle qu'elle a été établie au Cha- 
pitre Il; cependant, elle satisfera à toutes les conditions de la mesure; 


_ ces divers milieux seront tous multiples de M,.,... ,. Prenons en par- 


ticulier une collection A déduite du continu ( oe “Le continu sera 
Hy, us, uv, et, par rapport à lui, la mesure du milieu Hy, pri x Ora 


¢ y CCE 


. I i 
a pis po ra pie n 


Ill. Désignons par h,, A,, ...,h,, n nombres qui ne sont pas liés 
par une relation de la forme Le;h;= 0 à coefficients non tous nuls. 
Le milieu M,, défini par 


At 


VRP 
nik qa’ <n 


Diet Dn FRÈRE 
De i (2 hs) a EAA ky (2 hn) (Ci ap 


les fractions 2 étant données et les # des entiers arbitraires, est mani- 


festement homogène. Ses éléments sont énumérables; la famille des M 


est, comme on le voit aisément, semi-mesurable. Si l’on prend pour 


unité la partie de M, isc, située de‘0-% 1-et si, ayant décomposé un 


intervalle en un nombre limité ou une infinité énumérable d’inter- 
_valles partiels, on en prend une suite S de longueur J, la partie 


ei q2- - An. 


de M, | 
P1 P2-++ Pr 


Pa Pa, Bn 


située dans $ S a pour mesure 
7 Fa co Pnnk : 


IV. En utilisant les résultats établis au Chapitre I (n° 16 et suiv.), 


(1) Il suffit de se représenter les nombres relatifs répartis en ensembles tels que deux 


nombres différant d’une fraction dont le dénominateur contient pi; Pa, ++, Pn jusqu'aux 
exposants py, Ha, -+-5 fn OÙ q à un exposant quelconque appartiennent au même ensemble 
et un nombre pris date chacun de ces ensembles pour former A. 
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on peut déduire d'exemples donnés de nouveaux exemples. Conser- 
vant les notations alors adoptées. nous sayons que l'ensemble E, est 
un milieu homogène ainsi que le milieu € formé par tous les en- 
sembles E,. Une portion (n°* 17 et 18) de E, et de & comprise entre 
deux bornes a Ja puissance du continu et une mesure L nulle. Si A 
parcourt un milieu homogène, l’ensemble E, engendre un milieu 
homogène. q 

Faisons notamment décrire à à un milieu M du numéro précédent, 
et soit ar (noté avec les mêmes indices) le milieu produit alors par Ey; 
si l'on prend pour unité la partie de on, ,,., comprise entre o et r et 
si l'on envisage les points de xt, ,, ,, Situés eux aussi dans S$, on 


UT qa. "dn 
aura la même mesure que plus haut, car le rapport de deux milieux at 


est égal (Chap. II, n°8) au rapport des milieux M correspondants. 
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